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RESUMO

A modelagem matematica e estatistica s&o ferramentas fundamentais para
pesquisas envolvendo situagcdes da vida real, onde seus resultados auxiliam nas
tomadas de decisbes acerca dos dados envolvidos. A dinamica populacional
desempenha um papel importante sobre o comportamento futuro de populagcdes em
estudo. Dessa forma, este trabalho tem como objetivo usar a modelagem
matematica, através de modelos classicos de dindmica populacional e a modelagem
estatistica, através da regressao linear, para a modelagem da populagao do estado
do Amapa entre os anos de 1960 a 2022. Faz se o uso da regressao para obter os
parametros dos modelos de dinamica populacional para a validagdo da modelagem.
A metodologia empregada se mostrou bastante eficaz, obtendo resultados préximos
dos dados reais, considerando assim valida a proposta empregada para a populagéo
do estado do Amapa. Uma vez que o modelo foi validado, faz-se uma previsao para
a populacéo do estado para o ano de 2040.

PALAVRAS-CHAVE: Amapa. Dinamica Populacional; Modelagem Matematica e
Estatistica.
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MATHEMATICAL AND STATISTICAL MODELING OF POPULATION DYNAMICS
IN THE STATE OF AMAPA

ABSTRACT

Mathematical and statistical modeling are fundamental tools for research involving
real-life situations, where their results help in making accurate decisions based on
the data involved. Population dynamics plays an important role in the future behavior
of the environment under study. Therefore, this work aims to use mathematical
modeling, through classical models of population dynamics, and statistical modeling,
through linear regression, to model the population of the state of Amapa between the
years 1960 to 2022. use of regression to obtain the parameters of population
dynamics models for modeling validation. The methodology used proved to be quite
effective, obtaining results close to real data, thus considering the proposal used
valid for the population of the state of Amapa. Once the model has been validated, a
forecast is made for the state's population for the year 2040

KEYWORDS: Amapa. Population Dynamics; Mathematical and Statistical Modeling.

INTRODUCAO

A modelagem matematica € uma vertente da Matematica Aplicada e é
amplamente utilizada em varias areas do conhecimento como engenharias,
matematica e ciéncias, devido a sua ampla aplicabilidade e também por descrever
fendmenos do mundo real e suas tendéncias em forma de equacdes matematicas
(ZILL, 2016). Bassanezi (2010) considera uma técnica que ajuda a entender
fendmenos reais de determinadas situacdes do cotidiano. Neste sentido, a Dinamica
Populacional usa as ferramentas da Modelagem Matematica para descrever o
crescimento populacional de uma determinada populacdo de interesse, e através
desta modelagem chegar em conclusbes acerca de comportamentos futuros
(BASSANEZI, 2010).

Estudos em Dinamica Populacional vem sendo amplamente utilizado em
varias areas como descrito por Barbosa et al., (2022), que propuseram um modelo
matematico de equacdes diferenciais parciais que simula a dindmica da densidade
populacional de mexilhdes dourado ao longo do tempo na usina de Jupi, localizada
no rio Parana, este estudo comprovou a infestacdo destes mexilhdes a partir da
saida do rio Tieté. Ja Thomas e Moraes (2020), fazem uso da dindmica populacional
para investigar a influéncia do crescimento populacional no Produto Interno Bruto
(PIB) de Santa Rosa — RS, demonstrando a necessidade de planejamentos futuros
para a cidade em termos financeiros com uso da modelagem populacional.

Santos e Santos (2021), propuseram um modelo matematico de dispersao
populacional como estratégia para recuperagdo de areas degradadas, que se
mostrou um estudo promissor considerando que o desmatamento afeta diretamente
o microclima local e o convivio das populagdes ecoldgicas. Pitol et al (2021), fizeram
uso do modelo classico de Verhulst para descrever a Dinamica populacional de
fungos causadores de doencas de tronco em videiras sob a acdo de agentes
inibidores. Neste estudo os resultados do modelo matematico foram comparados
com os dados experimentais, e a modelagem se mostrou eficaz quando comparada
com o crescimento do fungo. No entanto, a presenca de inibidores nas culturas
retardam o crescimento, o que requer uma adaptagdo por parte do modelo
matematico.

A modelagem estatistica também é utilizada em paralelo com a modelagem
matematica, pois busca modelar fenbmenos do dia a dia de forma discreta, de modo
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a obter conclusdes acerca do que esta sendo analisado. Mais especificamente utiliza-
se a modelagem estatistica para o estudo de parametros para modelos de Dinamica
Populacional, como em Figueiredo et al. (2019), que usaram a modelagem estatistica
para estimar parametros para a equagao logistica ou modelo de Verhulst.

A Populagao do estado do Amapa esta encaminhando-se para um milhdo de
habitantes nos préximos anos, desta forma, aplicar metodologias que possam prever
guando o estado ira alcangar este numero se tornam essenciais para o planejamento
de politicas publicas.

Neste trabalho foi feita a Dindmica Populacional do Estado do Amapa nos
anos de 1960 até 2022 e compararam-se os resultados da modelagem com os dados
da populagao real. Através dos Modelos de Malthus e Verhulst, além de usar a
proposta de Figueiredo et al. (2019), para obter melhores parametros para os
modelos estudados. Por fim jda com o modelo validado foi feita a estimagdo da
populagdo do Amapa até o ano de 2040 objetivando estimar a populacédo do Amapa
até o ano de 2040.

MODELOS CLASSICOS DE DINAMICA POPULACIONAL
Os modelos matematicos desenvolvidos por Malthus (1798) e Verhulst (1838)
sdo modelos classicos na modelagem do crescimento de uma populagdo que séo
amplamente utilizados para prever o crescimento futuro de uma populacdo. O
modelo proposto por Malthus consiste em uma equacao diferencial ordinal linear de
primeira ordem dada por:

aP _
E—rP,
cuja solugao analitica é:

P(t)=P,&"(1)

Onde P é a populacéo inicial e ' é a taxa de crescimento populacional, ou

constante de proporcionalidade que é dada por @~ 8, com:
a = Taxa denatalidade

B= Taxa d emortalidade
Note que:
e Se a>BLI r>0, |ogo a populagéo cresce e:
lim Pye'=

f— o
e Se a<Bll r<0, |ogo a populacido decresce e:
lim P, €'=0

t— o
e Se a=B1 r=0 |ogo a populacdo permanece constante e:
lim P,e'=P,

t—> oo

Graficamente, tem-se:
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GRAFICO 1 - Grafico de crescimento e decrescimento populacional via Malthus

Fonte: Autores (2023)

Ja o modelo de Verhulst consiste numa equacao diferencial ordinal n&o linear
de primeira ordem representada por:

aP _P
p —rP(1 k)
Cuja solugao Analitica

k

- 1 4{%0— 1)e‘”

Os parametros ' e Po s30 os mesmos usados pela equagado 3, tendo um novo
parametro K que é a capacidade de suporte do meio, ou limite sustentavel, onde:

2)

aP_
° Se P>k} E— rP
dP _
e Se Pkl Zo=rF
_ dP _
e Se P=kil £2=0
e Segue da equagao (5) que '™ Plt)=k

Isto €&,
i) A populacéo decresce até a capacidade de ¥ quando Py>k .

i) A populagado cresce até a capacidade de X quando Fo<k.
i) A populagdo permanece constante quando No=k.

Graficamente, tem-se:
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GRAFICO 2 - Variacdo parametro k e populacao, via modelo de Verhulst.
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Fonte: Autores (2023)

REGRESSAO LINEAR
Varios pesquisadores tém usado a Regressao Linear em diversos contextos
como em Santos et al. (2021) que aplicaram a regressao linear para analisarem a
qualidade da agua. Nas engenharias nos estudos de Maués et al (2022) e em
Inteligéncia Artificial como em Cunha Neto et al. (2021). A regresséo linear consiste
em aproximar dados de uma tabela com " dados por uma reta da forma Y=ax+b os
valores de @ e P devem ser dados por:

ny XY=-2 X2,
i=1 i=1 i=1

a_ n
ny, X;-
i=1

e
2 YL X-Y X=X,
b: i=1 i=1 i=1
ny. X’-
i=1
Em que X=[Xi .. Xl e Y=1Yi, .., Y.l sdo os dados relativos as variaveis *
e V. Ja Y. X>& significa o produto interno usual de R’ entre os vetores X={X;, ...,
X, e Y={Y; .. Y.l. Dessa forma, uma vez obtidos os valores de @ e © definem-se
os parametros do Modelo de Malthus e Verhulst como:
r=b
e
k=_"
a

Para isso, faz-se:
ENCICLOPEDIA BIOSFERA, Centro Cientifico Conhecer — Jandaia-GO, v.20 n.46; p. 193 2023



X=P

MATERIAIS E METODOS

Este estudo foi desenvolvido com base em modelagem matematica e
estatistica, com uso de dados secundarios. A base de dados principal consistiu na
populacdo real do Amapa, obtida no site do Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica — IBGE, cuja série temporal foi de 1960 até 2022.

Dentre os modelos de Dindmica Populacional optou-se pelos modelos de
Malthus e Vethulst por serem modelos classicos e ainda muito utilizados para
modelar o crescimento demografico de uma determinada populagdo. Apds esta
escolha coletaram-se os dados da populacdo do Amapa no site do IBGE, e foram
adicionados seis dados aos originais através de interpolacédo nos anos de 1965,
1975, 1985, 1995, 2005 e 2015. Esta interpolacdo foi necessaria para que a
metodologia de extimagdo de parametros alcangasse bons ajustes. Apds esta
interpolacdo utilizou-se a regresséo linear para obtencdo dos parametros dos dois
modelos de Dindmica Populacional escolhidos. Uma vez que os resultados obtidos
pela simulagdo ainda n&o demonstraram-se satisfatorios, empregou-se uma
segunda metodologia para obtengdo de novos parametros e dessa forma melhorar
os resultados obtidos, quando comparadas as simulagdes e os dados reais.

Os modelos foram validados estatisticamente e, as variagdes no modelo de
Verhulst demonstrou melhor similaridade com os dados reais. Por se tratar de um
estudo com dados secundarios disponibilizados gratuitamente na internet, ndo foi
necessario registrar a pesquisa em Comité de Etica em Pesquisa.

RESULTADOS E DISCUSSAO
Nesta se¢cao serdao mostrados os resultados obtidos na modelagem estatistica
para a obtencdo dos parametros através das tabelas. Na tabela 1 tem-se os dados
reais da populacdo do Amapa com a série temporal variando desde 1960 até a
contagem oficial do censo de 2022 divulgado pelo IBGE, de 2022.

TABELA 1 — Dados da populagdo Amapaense ( desde 1960 até 2022).

Tempo (t) Ano Populagcao Amapaense (P(x))

0 1960 68.889
150 1965 91.559
15 1970 114.230
20 1975 144.230
25 1980 175.258
30 1985 227.139
35 1991 289.397
jg 1995 372.790
50 2000 477.032
55 2005 573.279
60 2010 669.526
62 2015 696.289

2022 733.759

Fonte: Autores (2023)
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Ressaltam-se que os dados na Tabela 1 dos anos 1960, 1970, 1980, 1991,
2000, 2010 e 2022 foram obtidos dos dados coletados pelos censos do IBGE (IBGE,
2022). Ja os dados dos anos de 1965, 1975, 1985, 1995, 2005 e 2015 foram obtidos
através da funcao approxfun(x,y) do software R. Esta interpolagdo foi necessaria
para que a metodologia proposta pudesse apresentar melhores resultados.

TABELA 2 — Célculos para a regressao.

1/P(x)

L

TdP_

i BE—X P2= X2 XiY;

1,45161E-05 4534 0,065816023 4,74569432E+09 4534
1,09219E-05 45342 0,049522166 8,38305048E+09 4534,2
8,75427E-06 6000 0,052525606 1,30484929E+10 6000
6,93337E-06  6205,6 0,043025723 2,08022929E+10 6205,6
5,70587E-06  10376,2 0,059205286 3,07153665E+10 10376,2
4,40259E-06  10376,33 0,045682746 5,15921253E+10 10376,33333
3,/45546E-06 5084825  0,072040311 8,37506236E+10 20848,25
2/68248E-06 90848 4 0,05592532 1,38972384E+11 208484

2,0963E-06 19949 4 0,040352429 2,27559529E+11 19249,4
1,74435€-06 192494 0,033577717 3,28648811E+11 19249,4
1322?3582 5352,6 0,007994611 4,48265064E+11 5352,6

’ 5352,8571  0,007687695 4,84818371E+11 5352,857143

Fonte: Autores (2023)

Na tabela 2 estdo os valores necessarios para os calculos da regressao

linear, onde:

P Plt)-Plt,)

at

t,—t,

Ja na Tabela 3 a sintese das expressdes que foram calculadas para obter
os parametros @ e b .
TABELA 3 — Sintese dos somatorios da regresséo

Parametros Valor
n 12
¥ x 3.899.618
= x)? 1,5207E+13
¥ x? 1,841301807258E+12
Yy 0,533355633
¥ (X Y) 132927,2405
Yx.2y 2079883,228

Dessa forma substituindo nas Equacoes (3) e (4) obtem-se:

12 x132927,2405 - 3.899.619 x 0,533355633

12 x 1841301807258 — 15210000000000
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a=%4.0,00000007037079554744

_0,533355633 x 1841301807258 — 132927,2405 x 3.899.619

12x 1841301807258 - 15210000000000
b=0,0673146

b

Dessa forma
-r —-0,0673146

k=—=z 0,00000007037079554744

=956569,7058

r=b=0,0673146
Estes parametros foram utilizados para o Modelo de Malthus e Verhulst 01 .
Na tabela 4 estdo os valores obtidos pelos modelos de Malthus e Verhulst 01
usando os parametros encontrados pela primeira metodologia. Claramente os
valores do Modelo de Malthus explodem logo apds o terceiro valor dos dados reais,
0 que ja ndo acontece com os resultados obtidos por Verhulst 01.

TABELA 4 — Comparativo dos resultados obtidos pelos modelos Malthus e Verhulst.

t Valor real Malthus 01 Verhulst 01 Erro Verhulst 01
0 68.889 68889 68889 0%
150 91.559 96454,30468 93752,65067 2%
15 114.230 135049,6145 126313,2298 11%
o5 144.230 189088,4853 167980,5832 16%
30 175.258 264750,5171 219754,8272 25%
35 227.139 370688,0204 281784,602 24%
40 289.397 555155,4811 368056,277 27%
gg 372.790 726694, 7444 430590,1566 16%
55 477.032 1017475,015 510869,4082 7%
60 573.279 1424608,357 589345,5186 3%
62 669.526 1994652,39 661972,0852 1%

696.289 2792794,341 725858,0556 4%

733.759 4473829,032 798194,8239 9%

Fonte: Os autores (2023)

Na figura 1 destacam-se os resultados graficos com os modelos de Malthus
01 e Verhulst 01 sendo comparados com os dados reais. O modelo de malthus
obteve resultados muito distantes quando comparados com os dados reais, devido
ao fato de ser um modelo puramente exponencial, ja no ano de 1980 este modelo
distancia-se dos dados reais e explode, chegando a quatro milhdes para o ano de
2022. Ja o modelo de Verhulst 01 obteve melhor aproximag¢do dos dados reais,
como exposto no grafico os valores sao muito préximos dos dados reais no periodo
em que foi feita a simulacdo. No entanto, na Tabela 4 ainda obtém-se resultados
com percentual alto quando comparados aos dados reais, em alguns pontos com
erro relativo de até 27%, sendo o erro relativo médio obtido de 11%.
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FIGURA 1 — Estimativas populacionais dos modelos Verhulst 1 e Malthus 1
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Fonte: Os autores (2023)

Bassanezzi (2010) propde uma nova estratégia para obter um melhor ajuste
para o Modelo de Verhulst, que é seguindo o ponto de inflexdo do modelo, como:

sendo ! o ponto de inflexdo. Assim tem-se:
k k

P )
14 £ -4

Usando as propriedades de Logaritmos e isolando obtem-se:

1 k= p,
r=—In 6
[ * 2o
Observa-se que:
A= P0D _a78284 5

Observando na Tabela 4 os valores obtidos por Verhulst 1 conclui-se que !
k
esta entre t = 40 e t = 45. Dessa forma admite-se que o valor da inflexado D) sera

aproximada pela média entre P(40) e P(45] isto é :
k _ P|40)+P(45) _372790+477032

5 5 5 =424911

Assim
k=849822

ENCICLOPEDIA BIOSFERA, Centro Cientifico Conhecer — Jandaia-GO, v.20 n.46; p. 197 2023



E também a média do tempo, ou seja:
- 40+45

2
Agora obtém-se um novo valor para’ dado pela equacao (6)

=425

P (849.822—68.889

" 375 68.889
r=4-0,064746476

Dessa forma pode-se simular o modelo de Verhulst 2, assim chamado por
estar usando outros parametros, e comparar com os dados reais. Na tabela 5 estao
os valores obtidos tanto pelo modelo de Verhulst 1 quanto pelo modelo Verhulst 2, e
€ notavel que os resultados obtidos pela metodologia proposta para obtencédo de
novos parametros demonstra melhores resultados quando comparados com os
dados reais.

TABELA 5 — Comparativo entre Verhulst 1 e Verhulst 2

Ano Valor real Verhulst 1 Verhulst 2 Erro Verhulst 2
1960 68.889 68889 68889 0%
]ggg 91.559 93752,65067 92361,55762 1%
1975 114.230 126313,2298 122576,5733 7%
1980 144.230 167980,5832 160580,5828 11%
1985 175.258 219754,8272 207013,425 18%
1991 227.139 281784,602 261773,2922 15%
1995 289397 368056,277 336795,3956 16%
gggg 372790 4305901566 390596,5269 5%
2010 477.032 510869,4082 459225 4731 4%
2015  573.279 589345,5186 526098,4735 8%
2022  669.526 661972,0852 588048,7078 -12%
696.289 725858,0556 642808,575 8%
733.759 798194,8239 705431,5505 4%

Fonte: Os autores (2023)

Na figura 2 esta a comparacéo do Modelo de Verhulst 1 e Verhulst 2, os quais
consistem no mesmo modelo porém com parametros obtidos de formas diferentes.
Graficamente o modelo de Verhulst 02 foi o que obteve melhor aproximag¢ao dos
dados reais, sendo o erro médio relativo de apenas 3%. A previsdo do modelo de
Verhulst 01 € de 900 mil habitantes para o ano de 2040 e para o modelo de Verhulst
02 de 800 mil habitantes.
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FIGURA 2 - Estimativas populacionais do Amapa com os modelos de Verhulst 1 e
Verhulst 2
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Fonte: Os autores (2023)

CONCLUSOES

Neste trabalho foi possivel validar a modelagem matematica proposta com a
intervencdo da modelagem estatistica, e mostrar que a utilizacdo dessas duas
ferramentas sdo muito importantes para obter melhores resultados. A modelagem
dos dados da populagdo do Amapa é de grande importancia, considerando que a
populacdo esta préxima de alcangcar um milhdo de habitantes, e os resultados
apresentados mostraram que até 2040 essa quantidade ainda n&o sera alcancada.
Dessa forma os resultados servem de subsidios para as decisdes de politicas
publicas para o desenvolvimento do estado. Ressalta-se que os dados foram
validados ja com a contagem recente feita pelo Censo do IBGE (2023), tornando o
resultado do estudo bastante adequado.
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