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RESUMO

A grande parte de estruturas usuais de Engenharia Civil tem como utilizagdo o uso
de elementos como: lajes, vigas, pilares e fundacdes. As vigas (elemento estudado
neste trabalho) é um elemento estrutural geralmente usado no sistema laje-viga-pilar
para transferir os esforcos solicitantes verticais oriundos das lajes para os pilares.
Portanto, este trabalho tem como principal objetivo apresentar uma analise
(comparativa de deslocamentos verticais) analitica e numérica de vigas em concreto
armado. Para o modelo analitico, foi empregado o método tedrico chamado principio
dos trabalhos virtuais, e para o0 modelo numérico foi utilizado o software que tem
como base o método dos elementos finitos (Ftool). Assim, realizou-se um estudo de
caso utilizando o software de dimensionamento de estruturas denominado de
Eberick, obtendo os resultados dos deslocamentos das vigas, fazendo assim uma
comparacdo com 0 método tedrico. Conclui-se que, os exemplos analitico e
numeérico utilizado neste trabalho, deram resultados aproximados, validando assim o
modelo tedrico descrito nesta analise.

PALAVRAS-CHAVE: Deslocamentos. Elementos finitos. Vigas.

ANALYTICAL AND NUMERICAL ANALYSIS OF BEAM DISPLACEMENTS IN
REINFORCED CONCRETE

ABSTRACT

Most of the usual Civil Engineering structures use elements such as: slabs, beams,
pillars and foundations. Beams (element studied in this work) is a structural element
generally used in the slab-to-pillar system to transfer the vertical solicitation efforts
coming from the slabs to the columns. Therefore, the main objective of this work is to
present an analytical and numerical analysis (comparative of vertical displacements)
of reinforced concrete beams. For the analytical model, the theoretical method called
principle of virtual works was used, and for the numerical model, the software based
on the finite element method (Ftool) was used. Thus, a case study using the structure
sizing software called Eberick was performed, obtaining the results of the
displacements of the beams, thus making a comparison with the theoretical method.
It is concluded that the analytical and numerical examples used in this work gave
approximate results, thus validating the theoretical model described in this analysis.

KEYWORDS: Displacement. Finite elements.Beam.
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INTRODUCAO

As vigas sdo elementos estruturais lineares quem tem as forgas reativas e 0s
momentos fletores resistivos nos apoios, assim, ao se conhecer esses elementos
torna-se possivel o célculo dos Momentos Fletores, flechas méximas e outras
propriedades (BOTELHO; MARCHETTI, 2015). Timoshenko e Gere (1994)
acrescentam que se denomina viga uma barra que suporta cargas transversais em
relacdo ao seu eixo. As cargas em vigas podem ser forcas concentradas ou cargas
distribuidas ao longo do comprimento da viga. As vigas sdo usualmente usadas em
estruturas de concreto armado e protendido, podendo ser também usado ou
fabricado de outro material.

Dessa forma, para Carvalho e Figueiredo Filho (2015) a importancia da viga
esta em transferir os esfor¢os solicitantes verticais oriundos da laje para o pilar. A
viga pode ser usada também nas fundacbes, que tem como principal funcdo de
receber as cargas provenientes das paredes e para travamento dos pilares,
tornando assim, uma estrutura com estabilidade, funcionalidade e desempenho
estrutural.

As vigas devem suportar as cargas solicitantes devendo ser dimensionadas
no estado limite dltimo (estado no qual refere-se ao colapso da estrutura) e ao
estado limite de servico (estado no qual refere-se ao desempenho e seguranca)
devendo ser obedecidos todos os procedimentos de calculo prescritos nas normas
vigentes (ABNT NBR 6118, 2014). Concordando, Porto e Fernandes (2015) citam
que as vigas podem ser isostaticas (estruturas nas quais 0s numeros de reacdes
sao iguais aos numeros de equacdes da estatica) e hiperestaticas (estruturas nas
quais 0s numeros de reagcbes sdo superiores aos numeros das equacdes da
estatica) e hipostaticas (estruturas nas quais 0os nuameros de reacdes sdo menores
do que os numeros das equacbes da estatica) a qual ndo é usual devido a
instabilidade estrutural.

Para colocar em prética esse estudo, € necessario destacar o principio do
trabalho virtual (PTV) que € de grande importancia na mecéanica das estruturas,
proporcionando solucdes simples e precisas no calculo de deslocamentos em
estruturas (DIMITROVOVA, 2017). Pois de acordo com Assan (1996), o principio
dos trabalhos virtuais pode ser aplicado também as estruturas ou corpos
deformaveis, devendo-se levar em consideracdo ndo apenas o trabalho virtual das
forcas externas, mas, também, o0 associado as forcas internas. Durante a
deformacéo virtual, cada elemento (entenda-se elemento diferencial) da estrutura se
deforma e os esforcos (internos e externos) agindo diretamente sobre ele realizam o

trabalho virtual, denominado dW (ASSAN, 1996). Assan (1996) complementa que
esse trabalho pode ser supostamente formado por duas parcelas:

dw,

r

v' O trabalho virtual devido aos movimentos de corpo rigido, denominado ,
correspondente ao trabalho virtual realizado durante o movimento de corpo
rigido do elemento que assume uma posicdo intermediaria entre uma
determinada posicao informada;

v O trabalho virtual referente a deform acdo do elemento, designado por aw

Estando o elemento em equilibrio, o trabalho dW | é nulo. Assim, tem-se que:

dw = dW, (Equacéo 1)
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A igualdade significa que, durante o deslocamento virtual, o trabalho virtual
total realizado pelas forcas € igual ao trabalho virtual realizado pelas mesmas forgas
durante a deformacdo virtual do elemento. Essa igualdade estendida a toda a
estrutura fica:

dw = [dW,
Jaw=[a (Equagdo 2)
A primeira integral da igualdade corresponde apenas ao trabalho virtual das

cargas externas, sendo representado por Weq

A segunda integral representa o trabalho virtual associado a deformacédo de
todos os elementos da estrutura considerando a acéo de todas as for¢as externas e
internas (tensdes resultantes). Porém, durante a deformacéo da estrutura, apenas
as forcas internas realizam trabalho, correspondendo, entdo essa integral, ao

trabalho virtual interno W

Pode-se dizer, assim, que: o trabalho virtual realizado pelas forcas externas,
guando se da a uma estrutura deformavel em equilibrio um deslocamento virtual, é
igual ao trabalho realizado pelas forcas internas; sendo essa igualdade representada
por:

Wor =Wo (Equacéo 3)

O trabalho virtual interno associado a um elemento diferencial € dado por:
dW = Ndu +Vav+Mdé (Equacio 4)

Considerando a equacédo 4 estendida a toda a estrutura e tendo em vista a
validade da equacao 3 pode-se escrever que:

Ve :INdu +IVdV+IMdH (Equacéo 5)

Além disso, para Assan (1996) o principio dos trabalhos virtuais aplica-se a
estruturas independentemente do material se comportar linearmente ou nao,
elasticamente ou inelasticamente. Uma aplicacado deste método na determinacédo de
deslocamentos em estruturas € o chamado método da carga unitaria. Na aplicacéo
desse método séo considerados dois sistemas de carregamento. O primeiro sistema
consiste na estrutura submetida a acdes externas responséveis pelo deslocamento
que se quer calcular.

O segundo sistema de carregamento corresponde a atuacdo de uma carga
unitaria agindo na estrutura. Essa carga unitaria é ficticia, porém deve corresponder
ao deslocamento que se quer calcular (se o deslocamento desejado € uma rotagéo,
a carga ficticia deve ser um momento unitario aplicado no ponto onde se quer a

rotac&o). Seja, pois, Ao deslocamento procurado, o trabalho externo produzido pela
carga unitéria, com o deslocamento desejado 2, causado por cargas reais vale:

W, =LA (Equacéo 6)

O trabalho virtual interno € realizado pelos esforcos internos (N,V,M), durante

a deformacdo virtual da estrutura, produzida pela carga unitaria. Igualando o

trabalho virtual externo com o interno tem-se determinado o deslocamento
procurado:

A :INdu +I\/dV+J'Md9 (Equacéo 7)

Para materiais que seguem a lei de Hooke, as deformacdes envolvidas na
equacao 7 sao:
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du = N, dx dv:CVde 40 = M. dx

EA GA El (Equagéo 8)

Sendo N, V e Mfas tensdes resultantes produzidas pelas cargas reais.
Substituindo os valores dados pela equacéo 2.8 na equacao 2.7 tem-se:

v MM,
J’—dx+J’ dx + J’ =

(Equacéo 9)
De acordo com a norma ABNT (NBR 6118, 2014) o limite de deslocamento é
obedecido pela seguinte expressao:

I

250
onde

|- é 0 vdo da viga em centimetros
Basta, entdo, conhecer os diagramas de esforcos produzidos pela carga

unitaria e pelas cargas reais e combina-los. O deslocamento A tanto pode ser
rotacdo como translacédo. Dessa forma, de acordo com as equacgles supracitadas
sao possiveis analises comparativas entre duas ou mais estruturas, permitindo uma
ampla vantagem aos engenheiros calculistas presentes na atualidade.

MATERIAL E METODOS
Especificacbes da andlise realizada

O estudo foi feito em uma estrutura em concreto armado, tendo sapatas e
vigas baldrames como fundacéo. Tem-se para o pavimento superior quatro vigas no
total, no qual sera calculado o deslocamento maximo de cada uma, para comparar
os resultados obtidos no modelo de calculo via método dos elementos finitos (Ftool)
e no software de dimensionamento estrutural (Eberick). Para melhor entendimento,
tais programas sao definidos das seguintes formas:

Eberick € um programa de calculo estrutural que facilita a visualizacado da
geometria de uma estrutura através da criagdo em porticos 3D. Ou seja, apresenta
um ambiente de CAD préprio, com solu¢des especificas para modelagem de pilares,
vigas, lajes, escadas, fundacOes, reservatorios, muros e outros elementos de
diversos materiais (ALTOQI, 2020).

Ftool € um software que serve para a verificacdo de estruturas planas.
Deixando de ser um simples programa utilizado em sala de aula, e tornou-se uma
ferramenta indispensavel em analise estrutural, porquanto, tem a finalidade de criar
um protétipo simples e eficiente de estruturas. Dessa forma, esse programa
possibilita uma verificagdo do modelo estrutural, tais como: diagramas de forcas
internas e configuragdao deformada das estruturas, assim, como linhas de influéncia
e envoltorias decorrentes do trem de carga (FTOOL, 2016). Entretanto, antes de
qualquer conclusédo da pesquisa final, sdo apresentados a seguir modelos analiticos
e numéricos com objetivo de esclarecer todo procedimento da analise.

Modelo analitico 1

O objetivo do exemplo a seguir, figura 1, € calcular o deslocamento vertical no
meio da viga. Sera calculado passo a passo, para mostrar o modelo de célculo na
pratica. Sera adotado uma viga engastada de 12 metros de comprimento com um
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carregamento distribuido a quatro metros do engaste, e a quatro metros da
extremidade & direita. Dados da viga: b, =40cm. h=100cm. E=25GPa,

FIGURA 1- Carregamento real produzido

2000 Him 2000 kNim

LTI WL

e

Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)

Séo realizados trés cortes transversais para poder obter os esfor¢cos da viga.
Partindo-se do principio para o calculo das reacfes de apoio. Na figura 2 tem-se o
sistema real da estrutura.

FIGURA 2 — Sistema real com cortes transversais

U,

‘3

i
LN

Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)

$M,=0
-802-8M+M=0
M=93\m

8- D+A=C
A=1BKN

Tem-se as reacdes de apoio:
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Assim, obtém-se as equacOes dos momentos fletores do sistema real da
estrutura. Para o corte transversal sl pela esquerda tem-se a seguinte equacao de
momento fletor:

{0sx<am}

T M, =0
—1605<+205<d2§+960+ M, =0

M, =160x—10x* — 960kNm

Para o corte transversal s2 tem-se 0 seguinte resultado:
{4sx<6m}

Y M, =0
~160 X +80KN [{x—2m) +960+ M _, =0

M, =80x—800kNm

Realizando um corte transversal s2 pela direita para se obter uma equacao
para ser compatibilizado as equacdes do sistema real e virtual. Portanto, tem-se:

{4sx36m}

z Mdeir = 0
-M -80[{x-2)=0
M =-80x+160kNm
Por fim, Tem-se o corte s3:
{Os X < 4m}

5 M, =0

M —20xd§:o

M =-10x°

No sistema virtual: Retiram-se todas as cargas existentes, deixando apenas
os dados geomeétricos. Para calcular o deslocamento no meio da viga, necessita-se
colocar uma carga unitaria no ponto onde se deseja calcular o deslocamento.
Portanto, tem-se a seguinte situacao:

FIGURA 3 - Carregamento virtual

T,-_.v:. £00 m - e 400 m - a1 — 4110 — e
Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)

Serdo adotados os mesmos cortes utilizados no sistema real, para se utilizar
0 método com grande precisdo e assertividade.
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FIGURA 4 - Sistema real com cortes transversais

l

3] 5 3 s

1.00 e

e 40

Sl 400 m— e -400m - =

Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)

Nas reacfes de apoio, obtém-se:
S M, =0 > Fy=0
-16+M =0 Ay-1=0
M =6kNm Ay =1kN

Nas equagOes dos momentos fletores do sistema virtual da estrutura, para o
corte transversal sl pela esquerda, tem-se a seguinte equacdo de momento fletor:

{Osxs4m}

Z My =0
6-1Xx+M_ =0
M = Xx—6kNm
Para o corte transversal s2 pela esquerda, tem-se a seguinte equacdo de
momento fletor:
{4m=x<6m}

Z M,, =0
6-1x+M,, =0
M., = x—6KkNm
Para o corte transversal s2 pela direita, tem-se a seguinte equacao de
momento fletor:
{4ms X < 6m}

z M,, =0
Ivldeir :0

Para o corte transversal s3 pela direita, tem-se a seguinte equacao de
momento fletor:

{0<x<4m}

Z Mg, =0
M,=0

Para os calculos do deslocamento sera utilizado a formula de principio dos
trabalhos virtuais, considerando apenas deslocamento por flexdo, devido em vigas o
esfor¢co preponderante ser o de flexdo. Nos exemplos posteriores serd apresentado
um exemplo, no qual sera considerado o esforco cortante no calculo do
deslocamento.
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A:I—dMllvIr X
El
(Equacéo 11)
Onde:

Mré 0 momento real, Mlé o momento virtual, E é o médulo de elasticidade do
concreto, | € o momento de inércia, o qual é calculado pela formula a seguir:

b (h®
12

(Equacéo 12)
Portanto, o deslocamento no meio da viga sera:

6
Do = 1 +I(160x -10x? —960) [{x— 6)dx+I(80x 800) [{x— 6)dx+I( -10x2 )EQO)dx+I( 80x+160) [{0)dx
_ 12586, 663 _ 12586, 663
Meto El 25010° [0,03333

Conclui-se que, de acordo com os carregamentos e geometria da viga, tem-se
um deslocamento de 1.51 centimetros no meio desta.

=0.0151m=-1.51cm

Modelo analitico 2

Sera apresentado um exemplo de uma viga biapoiada com carregamento
distribuido, com véo de oito metros, levando em consideracdo os esforcos de
momento fletor e esforgo cortante. Sera calculado o deslocamento no meio da viga
adotando as formulacdes matematicas descritas anteriormente:

Dados da viga: % =4%M h=80cm_ E =24.855GPa

FIGURA 5- Carregamento produzido

rrrrr

Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)

Para esforco cortante, tem-se o resultado final do deslocamento:

J'ﬂdx 0.023cm

Para o momento fletor, tem-se o resultado final do deslocamento:

X
I El " =1.006 cm
Somando o0 deslocamento causado pelo esforco cortante, com o
deslocamento causado pelo momento fletor, tem-se o deslocamento total no meio da
viga:
A, =1.03cm
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Modelo numérico 1

Serd apresentado agora a mesma viga do modelo analitico 1 modelando a
mesma no software Ftool , com o objetivo de comparar o resultado analitico com o
numeérico (computacional).

FIGURA 6 - Carregamento real produzido

2000 kg 2000 i

VILTETTTITL A ARy

=res 400m =

Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)

O resultado apresentado pelo software € de 1,51 centimetro, 0 mesmo
apresentado pelo modelo tedrico do principio dos trabalhos virtuais. Portanto, pode-
se concluir, que os resultados obtidos no modelo analitico e numérico sao iguais,
validando assim ambos os modelos para a utilizacdo na engenharia estrutural.

FIGURA 7 - Deslocamento no meio da viga

450 m

40 m

/I'H-\.
Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)

Modelo numérico 2
Sera apresentada a mesma viga do modelo analitico 2 , modelando a mesma
no software Ftool, com o objetivo de comparar o resultado analitico com o humérico

(computacional).
FIGURA 8 - Deslocamento no meio da viga

00000 A A

a3

Fonte: Captura de tela do software Ftool (2019)
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Percebe-se, que os resultados obtidos no calculo manual e pelo software séo
iguais, validando novamente ambos os modelos de célculos. Pode-se perceber que
o resultado total do deslocamento da viga equivalente a 1.03 centimetros, é o
somatoério dos deslocamentos causado pelo momento fletor e esfor¢co cortante.
Portanto, os modelos de céalculo (analitico e numérico) apresentados neste trabalho,
sdo de extrema importancia, pois, ambos os modelos apresentam valores iguais.

RESULTADOS E DISCUSSAO

Para que se obtenha um resultado preciso e em curto periodo de tempo, é
preciso utilizar softwares, por exemplo, Eberick que permite criar um memorial de
célculo da edificacdo, através dos critérios adotados pelo projetista, dentro das
normas utilizadas na andlise. Gerando relatérios que permitem a andalise da
verificacdo global, dos esfor¢cos e do dimensionamento dos elementos e cargas nas
fundacdes (ALTOQI, 2020).

Assim, na obtencdo de um diagnéstico mais amplo e resultados mais
precisos, verificaram-se quatro vigas (modelagem no programa Eberick), obtendo-se
resultados no modelo analitico (calculo manual) e numérico (Ftool). As cargas nas
vigas V1 e V3 equivale a 600 kg/m, e as cargas nas vigas V2 e V4 iguais a 1817,27
kg/m. As vigas tém secdo transversal de (15x30) cm, Fck=30MPa e E= 26320 MPa.
Na figura 9 é possivel fazer uma verificagdo detalhada da estrutura de concreto
armado em estudo.

FIGURA 9 — Estrutura em concreto armado

Fonte: Captura de tela do software Eberick (2019)

7

Na obtencdo desses resultados, Dimitrovova (2017) cita que € necessario
entender que o deslocamento de uma particula ou de um ponto que pertence a um
corpo rigido, representa a alteracdo de posicdo que muitas vezes passa
despercebida aos usuarios das edificacdes, entretanto, para analise estrutural é
fundamental conhecer.

De acordo com Assan (1996), entre outros métodos difundidos para obtencao
de deslocamentos em vigas, com o PTV se obtém um deslocamento infinitesimal
gue se impde a um ponto ou a um corpo rigido de modo a nédo alterar a configuracao
estatica ou geométrica do corpo e das forcas que neste atuam, preservando as
condicdes de equilibrio a que essas forcas estdo sujeitas. Um deslocamento virtual
consiste em uma translacdo em qualquer direcdo, uma rotagcado em torno de qualquer
ENCICLOPEDIA BIOSFERA, Centro Cientifico Conhecer - Goiania, v.17 n.32; p. 558 2020



eixo ou ambos. Com a condicdo de o corpo rigido estar em equilibrio, o trabalho
virtual realizado pelas forgas é nulo.

Dessa maneira, se evidencia que os dados “finais” sdo alcancados através de
diferentes formas (manuais e computacionais), entretanto, com o desenvolvimento
de programas é possivel uma verificacdo mais rapida e dinamica (através de
modelagem), como evidenciado nos resultados obtidos neste trabalho. Na figura 10
€ mostrado o portico unifilar, onde é mostrada com clareza na cor avermelhada a
simulacdo dos deslocamentos das vigas provocados pelos carregamentos verticais.

FIGURA 10 — Portico unifilar

.

Fonte: Captura de tela do software Eberick (2019)

Paralelamente, Botelho e Marchetti (2015) mencionam que nos estudos sobre
o deslocamento de vigas biapoiadas, a parte inferior do concreto fissura (sem causar
a degradacdo da estrutura), porquanto, quem esta trabalhando a tracdo é o aco.
Destaca-se também, que todo o processo da analise de vigas que sofrem pequenos
deslocamentos, esta ligado diretamente as condicfes de solicitacdo e calculo de
viga.

Resultados obtidos pelo software Eberick
Nas figuras 11 e 12 € possivel observar a aplicacdo das cargas nos
elementos estruturais.
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FIGURA 11— Disposicao das vigas e devidas cargas

1 Tgis d Fpuirnents Tires | = fEm
| Vame Fese Prive Lines Sewhn P Fanglc A Coprd Car e Wi
| g g e e gin
Kz

CARREGAMENTO [kgfim:cm] VIGA: V1 [

1

Lo [

Fonte: Captura de tela do software Eberick (2019)

FIGURA 12 — Disposicao das vigas e devidas cargas

o Wiges de Pavimertn Témen C |
| Fesa Priuriv | Loy | Rza 3 Pew [T [— | Caiga Mia
LHig! T Eatn il T (kg tm
1
i |
1l
E|
18
B B4 a0 [l &% 8 5 o | oo e g [ 0 Peaboren: | Enifes | Hhensa |

CARREGAMENTO [kgfim;cm] VIGA: V2

3 L [F]

Lo TFN A |

Fonte: Captura de tela do software Eberick (2019)

Na figura 13, é notorio os resultados dos deslocamentos totais das vigas
obtidas pelo software Eberick.
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FIGURA 13 — Deslocamento das vigas

Acitabilidace senso
Deslocamentos (Envoftdria)

. Elasticos | Imediatos Ir_n;._:am?_ Diferidos
recaicuiagos
013 |02
019 | 035
013 | -023
419 |03

Fonte: Captura de tela do software Eberick (2019)

Resultados dos deslocamentos das vigas obtidos pelo Eberick

TABELA 1 - Deslocamento obtido pelo software Eberick

VIGA VAO (m) CARGA (kgf/im) FLECHA TOTAL (cm)
Vi 4 600 0,23
V2 4 1817,27 0,35
V3 4 600 0,23
V4 4 1817,27 0,35

Fonte: Resultado da pesquisa (2019)
Resultados dos deslocamentos das vigas obtidos pelo ftool

FIGURA 14 — Deslocamento das vigas V1 e V2

AL A AR ABAA

= 400 m =

V1=V3

Fonte: Resultado da pesquisa (2019)
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FIGURA 15 — Deslocamento das vigas V2 e V4
1877 KU

L R O AR A AR

4 ,::': il — |

V2=V4

Fonte: Resultado da pesquisa (2019)

TABELA 2 - Deslocamento obtido pelo software ftool

VIGA VAO (m) CARGA (kgf/m FLECHA TOTAL (cm)
Vi 4 600 0,225
\ 4 1817,27 0,682
V3 4 600 0,225
va 4 1817,27 0,682
Fonte: Resultado da pesquisa (2019)
CONCLUSAO

Pode-se concluir que, as comparacdes em geral foram satisfatorias, validando
assim tanto o modelo analitico (célculo manual), quanto ao modelo numérico
(calculo pelos softwares). No estudo de caso, somente nas vigas V2 e V4, o
software de dimensionamento Eberick apresentou um valor de deslocamento
equivalente a 0,35 centimetros, um valor diferente obtido no software Ftool que
apresentou um valor igual a 0,68 centimetros. Percebeu-se que tal diferenca se deu,
devido a essas vigas servirem de apoio da laje (vigotas unidirecionais apoiadas nas
vigas V2 e V4) suportando assim cerca de 75% das cargas do pavimento, e apenas
cerca de 25% para as vigas V1 e V3. Por esse motivo, o software de
dimensionamento Eberick utilizou vérias combinac¢des de cargas, o qual obteve uma
mais util para as devidas vigas, resultando assim em um deslocamento menor ao
obtido no software Ftool.
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