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RESUMO

Neste artigo apresentamos uma generalizagdo da solugdo de um oscilador
harménico amortecido para o caso supercritico (OHAS). Este trabalho foi incentivado
a dar continuidade a generalizagdo de um setor especial do Oscilador Harménico
Simples proposto por Ichiba e colaboradores (ICHIBA, 1999). Desta forma,
propomos uma equacgao g-generalizada para o OHAS, bem como, sua solucao geral
baseada em poténcias de fungdes hiperbdlicas.

PALAVRAS-CHAVE: oscilador, fungdes hiperbdlicas

A GENERALIZED SPECIAL SECTOR OF THE DAMPING HARMONIC
OSCILLATOR EQUATION

ABSTRACT

In this paper we present a generalization of the solution of a forced and damping
harmonic oscillator for the supercritical case (DHOS). This work was stimulated to
give continuity to the generalization of a special sector of the Simple Harmonic
Oscillator proposed by (ICHIBA, 1999). Therefore, we propose a q-generalized
equation for the DHOS as well as your general solution based in powers of
hyperbolic functions.
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INTRODUGAO

Ha uma grande quantidade e variedade de fendbmenos fisicos que sdo bem
representados por equacodes diferenciais de segunda ordem (SYMON, 1982). Na
verdade, a maioria das equacdes diferenciais que descrevem situagdes fisicas € de,
no maximo, segunda ordem, sejam ordinarias ou parciais. Um destes sistemas é o
oscilador harménico o qual € um sistema fundamental em fisica, tendo um grande
numero de aplicagdes tanto na fisica classica quanto na fisica quantica. A
importancia do oscilador harménico esta no fato de que as equacdes similares sao
encontradas em grande variedade de problemas de fisica. Em quase todos os casos

do movimento unidimensional, em que a fungdo potencial V{k[ tem um ou mais

pontos de minimo, o movimento da particula para pequenas oscilagbes em torno
desses pontos de minimo seguem a equagao do oscilador harménico simples.
Praticamente qualquer problema que envolva vibragbes mecanicas reduz-se
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a um oscilador harmdnico, desde que as amplitudes de pequenas vibragdes também
estejam envolvidas, isto €, quando nao ultrapassado o limite elastico do material. O
movimento de estiramento de molas e membranas, bem como o de vibragdes
sonoras num gas contido num recipiente fechado ou num sdlido, resultam em alguns
dos denominados modos normais de vibracdo, cada um deles se comportando, de
muitas maneiras, semelhante a um oscilador harménico independente. Um circuito
elétrico contendo um indutor de indutancia L , um resistor de resisténcia R e

condensador de capacitancia (C em série, e sujeito a uma forga eletromotriz
aplicada E(f) satisfaz a equagao:

2
d_g+ R@q- i: E(l‘),
dt da C

onde ¢ € a carga no condensador e dq/dt € a corrente que flui no circuito. Esta

equagao € idéntica em forma a equacdo do oscilador harménico forcado e
amortecido, como veremos adiante. Os primeiros trabalhos sobre circuitos elétricos
foram realizados levando-se em conta a sua analogia com o problema mecanico
correspondente. Hoje em dia, a situacédo, muitas vezes, apresenta-se invertida, isto
€, 0s engenheiros mecanicos e acusticos empregam métodos simples e efetivos
desenvolvidos por engenheiros eletricistas para resolver problemas de vibragdes
(SYMON, 1982; HAGEDORN, 1984; WOLFRAM, 1996). A teoria de oscilacdes
elétricas numa linha de transmissdo ou numa cavidade € matematicamente similar
ao problema da corda vibrante ou da cavidade de ar ressonante.

A Mecanica Quantica relacionada ao atomo pode ser colocada de forma
matematicamente idéntica & teoria de osciladores harménicos. E bem sabido que a
quantizacdo do oscilador classico unidimensional representou uma chave para a
solugdo de importantes problemas em fisica quantica. As aplicacbes do OHS
extendem-se por diferentes areas do conhecimento. Em quimica, o desenvolvimento
da Mecéanica Molecular tendo como base que todas a interagcbes ligadas dos
sistemas moleculares possam ser descritas por meio da Lei de Hooke. Neste caso,
define-se um potencial harmdnico para os comprimentos de ligagdo, angulos de
ligacdo e angulos diedrais. Desta forma, podemos perceber que o estudo e
aplicagbes dos osciladores harménicos ainda é um tema atual de interesse
académico.

O desenvolvimento de métodos matematicos visam facilitar a resolucdo de
sistemas fisicos lineares e nédo-lineares (HAROLD,1960). Assim este artigo exibe
uma classe generalizada de equacgdes diferenciais e suas solu¢des. Baseado no
trabalho de Ichiba e colaboradores (ICHIBA, 1999), propomos a generalizagdo da
equacgao diferencial vinda do problema do Oscilador Harménico Forgado e
Amortecido (OHFA), com intuito educacional e de aperfeicoamento de softwares
para testes inerentes aos mesmos.

Este trabalho esta organizado como segue: Na proxima segédo apresentamos
a metodologia realizada na execugao deste trabalho, onde na primeira subsecgao
apresentamos brevemente a proposta de generalizacdo do oscilador harménico
simples proposta por Ichiba e colaboradores (ICHIBA, 1999). Na subsecao seguinte
apresentamos nossa proposta de generalizagdo para o oscilador haménico forgado
e amortecido para o caso supercritico incluindo alguns resultados e discussodes. A
ultima sec¢ao é reservada as conclusdes e consideracoes finais.

L
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METODOLOGIA
* Oscilador Harmoénico Simples Generalizado (OHSG)

O oscilador harménico simples unidimensional € o sistema oscilante mais
conhecido, profundamente estudado por ser um dos mais faceis de se resolver. O
exemplo mais simples € o de uma massa ™ presa a uma mola de constante
elastica k& que se move sem atrito cinético. A equacao diferencial que descreve o
OHS ¢,

d’ 5
—x()+t wx(t)= 0, 1
" () () ey
onde
x(t)= Acos(wt+¢), (2)
é a solugdo geral e /] representa a freqiiéncia angular e ¢ é a constante de fase.

Em seu trabalho, Ichiba e colaboradores definiram a seguinte equagao diferencial g-
generalizada para o oscilador harmdnico simples:

2 - g2
%x(fﬁ wZEx(t)- (qu)x(t)"§= 0, (3
sendo
x()= Acos’(wt+9), (4)
sua solugdo g-generalizada. Vale a pena destacar que, para ¢ =1 na Eq.(3)
obtemos a Eq.(1) do OHS e a Eq.(4) recai na Eq.(2). Para ¢ =2 na Eq.(3) temos

OHS num campo externo constante e para ¢ =[1 , temos a equacdo de Duffing
(HAGEDORN, 1984).

» Oscilador Harménico Forcado e Amortecido Generalizado (OHFAG)

O oscilador harménico forgado e amortecido € um problema popular e importante
no curso de mecanica em nivel de graduagéo. Trata-se de um movimento de uma

particula de massa m sujeita a forga harménica F = -kx (Lei de Hooke) e a uma

forca de atrito cinético agindo sobre o corpo e a uma forga externa F(¢) . Com uma

aproximacao, na maioria dos casos, pode-se supor que a forca de atrito seja
proporcional a velocidade, f, = bx. Assim, pela segunda Lei de Newton, temos:

d’ d

m—-x(t)t b—

dar’ ) dt

que apos divisdo pela massa m da particula, modifica-se para

x(t)+ kx(t)= F(1), (5)

2

%x(t) + 2y %x(t) +0°x(1) = %, (6)

na qual / é o parametro que indica a intensidade do amortecimento do movimento,
enquanto [/ é a frequéncia do oscilador ndo amortecido. Considerando F(¢)= 0, a
equagao Eq.(5) recai na equacdo diferencial ordinaria homogénea de segunda
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ordem. Se /> @ | temos a equacgéo do oscilador harménico amortecido supercritico
(OHAS), cuja a solucéo é:

x(t)= Ae’" cosh(Q ¢+ ¢), @)
onde

0 = yz—wz,y:ie W = E’ (8)
2m m
sendo m a massa do um corpo, b a viscosidade do meio e ¢ a constante de
fase.

Usando a mesma idéia de Ichiba e colaboradores (ICHIBA, 1999), podemos
definir entdo uma equagao g-generalizada em uma forma diferencial, cuja a solugao
€ do tipo hiperbdlica. O método consiste na obtencdo de uma expressao
matematica, onde adiciona-se um termo a Eq.(6) formando uma nova equacgao
generalizada.

Para um oscilador harmonico amortecido supercritico submetido a acdo de uma
forca externa aplicada do tipo:

F(t,x)= £ B2eg® (Ee+ 9 ) - 1Ex, ©9)
onde ¢{ éafreqiiénciae ¢ ¢é a constante de fase. Nota-se a dependéncia explicita
da forga externa em termos da posi¢ao (dependéncia linear) e do tempo.
Vamos considerar que [ dependa dos parametros interno do OHAS, como

porexemplo: /=0 = /[PO0[0? ,e [] =0, assim a equagao diferencial torna-se da

seguinte forma:
2

%x(fﬁ 2 %x(m 0’x()= F(hx),  (10)

2

d d 2 2 2
Ex(t)+ ZVEx(t)+ 0 x(r)= Q*Rug*(Qr+ ¢ ) - 1Bx(0), (11)

2

d d 2 2 2 -
(o) ZyEx(t)+(w +0201- g (Qt+¢)H)x(t)—O, (12)

a qual possui solugao geral dada por::
x(t)= Ae”'" cosh®(Q ¢+ ¢). 13)

De modo similar, se a forga F(z, x) for:
F(t,x)= 20 *Big* (Q 1+ ¢ ) - 1Hx(), (14)
a equacao diferencial toma a seguinte forma:

d? d 2 2 2
“ () ZVEx(t)+(w 207 f1-3g7(Q e+ 4 )H x(0)= 0, (15)

cuja a solugao geral é:
xk0 = A4eMlcosh®M ¢ M

Assim, seguindo a estética indutiva podemos generalizar a forgca externa
aplicada como sendo do tipo:

ENCICLOPEDIA BIOSFERA, Centro Cientifico Conhecer - Goiania, vol.6, N.11; 2010 Pag.4



F(t,x)= Q*(q- Digqrg® (Q 2+ ¢ ) - 18x, (16)

onde, a priori, ¢ I R .

Desta forma podemos escrever a equacao diferencial linear generalizada
como:

2
x4 X0 B fORK0= 0, (7)
onde f(1)=Q°(q-1DHl-qig*(Qr+¢)E, cujaa solugdo geral generalizada da Eq.(17)
é:
x(t)= Ae”""cosh?’(Qt+9). (18)
Destacamos que, quando ¢ =1 obtemos [kl =0 e a Eq.(17) recai na Eq.
(6), que é a equacgao do oscilador harmbnico amortecido supercritico ( [/> [/ ) e a

Eq.(18) recai na Eq.(7), que é a conhecida solugdo do OHAS. Considerando o caso
de oscilador harménico amortecido critico (OHAC) [0/ = [JL a fungdo /[ se anula

para todos os valores de ¢ , fazendo com que a Eq.(17) recaia na Eq.(6), que € a
equacao diferencial do OHAC.

Na Figura 1 apresentamos um grafico da posigdo x(f) em fungdo do tempo
para diversos valores do parametro de deformacdo ¢. Por simplicidade, adotamos

as constantes da Eq.(18) como: 4=Q =1, [/=/2 e [J =0 , obtendo assim:
x(t) = e " cosh’(¢).

x(t) versus t
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Figura 1: Grdfico da equagdo x(t) em fungdo do tempo para q = 1,50, g = 1,00, ¢ = 0,70, g = 0,05.

Para g = 1 na Figura 1, temos o comportamento do OHAS (Eq. (6)) enquanto
para q > 1 observa-se uma deformag¢ao do amortecimento, onde torna-se instavel,

tendendo a uma curva exponencial positiva. Para valores onde ¢ <1 , podemos
notar um aumento no amortecimento conforme pode ser observado nas Figuras 1 e
2. Observando o gréafico da figura 2, podemos dizer que para valores de ¢ [ [ [
mais o amortecimento torna-se evidente. Ja o grafico da figura 3, podemos observar
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que o parametro q compreendido entre (0 < g < 1,5), a energia sofre dissipacgéo total,
agora para q > 1,50, voltamos a ter energia no sistema.

Enetgia Mecinica x tempo

X(t) versus t
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Figura 2: Grdfico da fung¢do x(t) em fungdo do

Figura 3: Grdfico da equagdo x(t) em fungdo do
tempo para q = -1x10°, g = -1x10°, ¢ = -1x10’.

tempo para q = 1,50, g = 1,00, g = 0,70, g = 0,05.

CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos uma proposta de deformacdo da solucdo de um
oscilador harménico amortecido para o caso supercritico. Obtivemos portanto, a
equacao diferencial g-generalizada e analisamos 0 seu comportamento para valores
proximos a 1 que caracteriza o (OHAS) bem como a conexdo que ela tem com
outras solugcdes do OHA. Embora a equacao diferencial apresentada neste trabalho
ser um tanto “exdtica”, nds temos na literatura varios exemplos de equagdes mais
complexas do que esta, como por exemplo, em eletrodindmica estocastica como
pode ser visto nas referéncias (MARSHALL, 1963; BOYER, 1975; BOYER, 1975;
FRANCA. 1985). Fica portanto para um estudo futuro usar este tipo de solu¢do para

ajustar resultados experimentais, pois o parametro ¢ ¢ livre e desta forma se torna
mais uma variavel de ajuste tornando a solugéo proposta mais flexivel.
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