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CURSO DE ESTATISTICA BASICA
MODULO 2
CAPITULO 1 — Medidas de Posi¢&o

1- Introducéo

O estudo feito sobre distribuicGes de frequéncia permite descrever, de maneira
geral, os grupos dos valores que uma variavel pode assumir. Desse modo, pode-se
localizar a maior concentracdo de valores de uma distribuicéo, isto é, se ela se localiza
no inicio, no meio ou no final, ou, ainda, se ha uma distribuicédo por igual.

No entanto, para ressaltar as tendéncias caracteristicas de cada distribuicéo,
isoladamente, ou em comparagdo com outras, necessita-se introduzir conceitos que se
expressem através de numeros, que possibilitem traduzir essas tendéncias. Esses
conceitos denominam-se elementos tipicos da distribuicéo e sdo as

e medidas de posicéo.

e medidas de variabilidade ou disperséo.
e medidas de assimetria.

e medidas de curtose.

A maioria das vezes em que 0s dados estatisticos sao analisados procura-se obter
um valor para representar um conjunto de dados. Esse valor deve sintetizar o
comportamento do conjunto do qual ele é proveniente. Nem sempre os dados estudados
tém um bom comportamento, isto pode fazer com que um Unico valor possa representa-
lo ou ndo perante o grupo.

As medidas de posicdo mais relevantes sdo as medidas de tendéncia central, que
recebem tal denominacdo porque os dados observados tendem, em geral, a se agrupar

em torno dos valores centrais.



Dentre as medidas de tendéncia central, destacam-se as seguintes: Médias,
Moda e Mediana. Cada uma com um significado diferenciado, no entanto tendo como
utilidade representar um conjunto de dados.

As outras medidas de posicdo sdo as separatrizes, que englobam: a propria

mediana, 0s quartis e 0s percentis.

2- Médias
2.1-Média Aritmética Simples (x )
E o quociente da divisio da soma dos valores de todos os dados do conjunto pela

quantidade deles.
Lxi

n

X =

w_ XiEX Xt 4 Ko T 2 X
n n

Sendo:
X — a média aritmética
x; — os valores da variavel

n— o numero de valores

Exemplo: Média de dados ndo-agrupados
Sabendo-se que as vendas diarias da empresa A, durante uma semana, foram de 10, 14,
13, 15, 16, 18 e 12 unidades. Determinar a media de vendas nesta semana feitas pela

empresa A.

x1=10,x, =14, x,=13,x,=15x. =16, x, =18ex,=12 e n=7,

— X 10+14+13+15+16+18+12 98
K = = =T‘-’I

n 7 ;




Obs.: As vezes, a média pode ser um niimero diferente de todos os da série de dados
que ela representa. E o que acontece quando temos os valores 2,4, 6 e 8, para 0s quais a
média é 5. Esse sera 0 nimero representativo dessa série de valores, embora ndo esteja
representado nos dados originais. Neste caso, costuma-se dizer que a média ndo tem

existéncia concreta.

2.2-Média Aritmética Ponderada (x, )

E uma média aritmética na qual sera atribuido um peso a cada valor da série.

Exemplo:

O capital da empresa esta sendo formado pelos acionistas, por financiamentos e por
debéntures. Cada tipo tem um custo diferente para a empresa, definido pela sua taxa
anual. Calcule a taxa de juros media do capital da empresa, considerando os dados
apresentados na tabela seguinte.

Capital da Empresa Participacao Taxas de Juros
Acionista R$1000000,00 12%
Financiamento R$600000,00 8%
Debéntures R$400000,00 14%

— X100 + X207 + X303

pi + pz+ p3

x_p _ _12%.1.000.000 + 8%.600.000 + 14% .400.00 _ 11.20%

1.000.000 + 600.00 + 400.00

2.3-Média Aritmética Para Dados Agrupados sem Intervalos de Classes (x )
As frequéncias sdo as quantidades de vezes que a variavel ocorre na coleta de
dados, elas funcionam como fatores de ponderacdo, o que leva a se calcular a média

aritmética ponderada.

Xxifi ou szxi-fi
n Xfi

X =




Exemplos:

1-Apos ter sido realizado um trabalho bimestral, o professor efetuou o levantamento das

notas obtidas pelos alunos, observou a seguinte distribuicdo e calculou a média de sua
turma.

Notas dos alunos - x; Namero de alunos - f; Xi. fi
1 1 1
2 3 6
3 5 15
4 1 4
Total (Y)) n=10 26
X o NP _ 26 _ 2.6
n 10

2-Consideremos a distribuicdo relativa a 34 familias de quatro filhos, tomando para
variavel o nimero de filhos do sexo masculino.

N° DE f.
MENINOS ‘
0 2

1 6

2 10

3 12

A 4

Y = 34

Nesse caso, como as frequéncias sdo numeros indicadores da intensidade de
cada valor da variavel, elas funcionam como fatores de ponderacdo, o que nos leva a
calcular a média aritmética ponderada, dada pela formula.
X fi
2 fi

X =

O mais préatico de obtencdo da média aritmética ponderada € abrir, na tabela,
uma coluna correspondente aos produtos x;.f;.



X; f‘ xifi
0 2 0
1 6 6
2 10 20
3 12 36
4 16
> =34 = 78
Temos, entao:
z Xi.fi =78 e z f. =34
Logo:
_ in'fi _ 78 _ _
X = 7 9(—3—4 2,29 - x=2,3

Isto é: X = 2,3 meninos.

Observacdo: Sendo x uma variavel discreta, como interpretar o resultado obtido, 2
meninos e 3 décimos de meninos? O valor médio 2,3 meninos sugere, nesse caso, que 0
maior nimero de familias tem 2 meninos e 2 meninas, sendo porém, a tendéncia geral

de uma leve superioridade numérica em relacdo ao nimero de meninos.

2.4-Média Aritmética Para Dados Agrupados com Intervalos de Classes (i )
Convenciona-se que todos os valores incluidos em um determinado intervalo de

classe coincidem com o seu ponto médio, e determina-se a média aritmética ponderada

por meio da formula.

XXxi.fi

X = ou X =

Xxifi

n Xfi

Onde x; € o ponto médio da classe.

Exemplos:

1- Determine a renda média familiar, de acordo com os dados da tabela.



Classes - Renda ) fi - Numero de

. X . xifi
familiar ' familias o
22 3 5 15
416 5 10 50
6|8 7 14 98
g k1o 9 8 72
10 f12 1 3 33
- 2 X fi 268
O = =67
n 40
2- Consideremos a distribuicédo

, ESTATURAS ‘

(cm) '

1 150 + 154 4

2 154 - 158 9

3 158 + 162 11

4 162 - 166 8

5 166 ~ 170 . 5

6 170 + 174 3

B T =40

Vamos, inicialmente, abrir uma coluna para os pontos médios e o0 outra para 0S
produtos x;.f; .

ESTATURAS

i (cm) "| X, li'i

1 150 — 154 4 152 608

2 154 — 158 9 156 1.404

3 158 ~ 162 11 160 1.760

4 162 - 166 8 164 1.312

5 166 =~ 170 5 168 840

& 170 - 174 3 172 516

¥ =40 T = 6.440

_ Z Xi. fl _ 6440 _
X = >x=—— =161 > x =161 cm.

2 fi 40



2.5-Desvio em Relacédo a Média

Denomina-se desvio em relacdo a média, a diferenca entre cada elemento de um
conjunto de valores e a média aritmética.

Designando o desvio por di, tem—se: d; = x; — X

Exemplo:
Sabendo-se que a producdo leiteira diaria da vaca A, durante uma semana, foi de
10,14,13,15,16,18 e 12 litros, tem-se, para produ¢cdo média da semana:

_ 10+14+13+15+16+18+12 98 14
x= = —_—=
7 7

dile'—x

dy=x,— x>d = 10—14= —4
dy= x,— x>d, = 14—14= 0
dy= x3— x>dy= 13 —14= —1
dy= x4— x>d,=15-14= 1
ds= xs— x>dg= 16 —14 = 2
dg= x¢— x> dg= 18— 14 = 4
dy= x,— x>d, = 12— 14 = —2

2.6- Propriedades da Média
12 propriedade:

A soma algébrica dos desvios tomados em relagdo a média é nula.

=3 (xi-0)= 0

No exemplo anterior, tem-se:

di=Fd)+0+(C-D+1+2+4+(=2)=(C=7)+7=0

7
=1




28 propriedade:
Somando-se (ou subtraindo-se) uma constante (c) a de todos os valores de uma

variavel, a média do conjunto fica aumentada (ou diminuida) dessa constante.

yi=xiftcoy=xztc

Somando 2 a cada um dos valores da varidvel do exemplo anterior, tem-se:

y1:12, y2:16, y3:15, y4:17, y5:18, y5:20 (5] y7:14.

Dai:

y; =12416+15+ 174+ 18+ 20 + 14 = 112

-
IIM\]
[y

Como n=7, vem:
112 _ B B

32 propriedade:
Multiplicando-se (ou dividindo-se) todos os valores de uma variavel por uma

constante (c), a média do conjunto fica multiplicada (ou dividida) por essa constante.
Vi = X;.C >y =X.C
Ou

Xi
Vi c

O | xR

-y

Multiplicando por 3 cada um dos valores da variavel do exemplo dado, obtém-

se: y1=3, ¥»=42, y3=39, y,=45, y5=48, ys=54 e y;=36.

Dai:

yi =30+42+39+45+ 48+ 54+ 36 = 294

-
||M\1
o

Comon=7,tem-se:

294



Obs.:
A média é utilizada quando
e deseja-se obter a medida de posigcdo que possui maior estabilidade.

e houver necessidade de um tratamento algébrico ulterior.

3- Moda (Mo)

Denomina-se moda o valor que ocorre com maior frequéncia em uma série de
valores.

Dessa forma, o salario modal dos empregados de uma empresa é o salario mais

comum, isto &, o salario recebido pelo maior nimero de empregados dessa empresa.

3.1-Moda (Mo) Para Dados Nao-Agrupados

Primeiramente os dados devem ser ordenados (colocados em rol) para, em
seguida, se observar o valor que tem maior frequéncia. Quando se trata de valores néo-
agrupados, a moda é facilmente reconhecida: basta, de acordo com a defini¢cdo, procurar
o0 valor que mais se repete.
Exemplos:
Calcular a moda dos seguintes conjuntos de dados.

» X=(4,505,6,6,6,7,7, 8, 8 — Mo =6 (0 valor mais frequente)

Esse conjunto & unimodal, pois apresenta apenas uma moda.

s Y =(1,22,2 34,4455, 6)— Mo=2e Mo=4 (valores mais fre-
guentes)

Esse conjunto & bimodal, pois apresenta duas modas.

» 7=(1,2,2,2,3,3,3,4,4,4,5 —-Mo =2, Mo =3 e Mo =4 (valores
mais frequentes)

Esse conjunto é plurimodal, pois apresenta mais de duas modas.



Pode-se, entretanto, encontrar séries nas quais ndo exista valor modal, isto €, nas

quais nenhum valor apareca mais vezes que outros. E o caso da série: 3,5,8,10,12,13
que ndo apresenta moda (amodal).

*« W=(1,2,3,4,5, 6) —»Esse conjunto é amodal porgue nao apresenta um

valor predominante, ou seja, nao tem moda.

Observacéo:

e A moda € utilizada quando se deseja obter uma medida rapida e aproximada de

posicdo ou quando a medida de posicdo deva ser o valor mais tipico da
distribuicio. E uma medida pouco utilizada.

e Ja a média aritmética € a medida de posicdo que possui maior confiabilidade

numérica, além de ser mais intuitiva, do ponto de vista matematico.

3.2-Moda (Mo) Para Dados Agrupados sem Intervalos de Classe

Uma vez agrupados os dados, € possivel determinar imediatamente a moda:
basta fixar o valor da vaiavel de maior frequéncia.

Na distribuicdo da tabela abaixo, a frequéncia maxima (12) corresponde o valor
3 da variavel. Logo Mo = 3.

N° DE f.
MENINOS :
0 2

1 6

2 10

3 12

A 4

Y = 34

3.3-Moda (Mo) Para Dados Agrupados Com Intervalos de Classe
A classe que apresenta a maior frequéncia é denominada classe modal. Pela

definicdo, pode-se afirmar que a moda, neste caso, € o valor dominante que esta
compreendido entre os limites da classe modal.



O método mais simples para o calculo da moda consiste em tomar o ponto

médio da classe modal. Esse valor denomina-se moda bruta. Tem-se:

0o =
2
Onde:
I* é o limite inferior da classe modal.
L* € o limite superior da classe modal.
Assim para a distribuicao
ESTATURAS {
i (cm) j
1 150 ~ 154 4
2 154 - 158 3
3 158 + 162 11 «
4 162 +~ 166 8
5 166 - 170 2
6 170 = 174 3

| Y =40

temos que a classe modal ¢ i =3, I* = 158 e L* = 162.

Como

UL

M
° 2

vem

158 +162 320

=160
2 2

Logo: Mo= 160 cm.
Observacao:

Existem, para o calculo da moda, outros métodos mais elaborados, como por

exemplo, o que faz uso da formula de Czuber

na qual:



I* é o limite inferior da classe modal
h* é a amplitude da classe modal

D, =f*—f (ant)

D, = * — f( post)

sendo:
* a frequéncia simples da classe modal
f(ant) a frequéncia simples da classe anterior a classe modal

f(post) a frequéncia simples da classe posterior a classe modal.

Assim para a distribuicdo

ESTATURAS (
| (cm) 1 ;
1 | 150 154 )
2 154 - 158 9
3 158 + 162 11
4 | 162+ 166 8
5 | 166 - 170 5
6 170 = 174 | 3
]— ) T =40

D1=11-9=2 e D2=11-8=3

“ 5 Mo = 158
D, +p, XN~ Mo 233

Mo =158+ 1,6 = 159,6

8
x4—>M0=158+§—>

Logo: Mo = 159,6 cm.

3.4-As Expressdes Graficas da Moda

P |
|

= ——
CURVA NAO-MODAL CURVA AMODAL

Mo
CURVA MODAL



1 Vi
1= | |

— _ L

CURVA ANTIMODAL Mo, Mo, .
CURVA BIMODAL

4- Mediana (Md)

A mediana é a medida de posi¢do definida como o0 niUmero que se encontra no
centro de uma série de nimeros, estando estes dispostos segundo uma ordem. Ou seja, a
mediana de um conjunto de valores, ordenados segundo uma ordem de grandeza, é um
valor situado de tal modo no conjunto que o separa em dois subconjuntos de mesmo

ndmero de elementos.

4.1-Mediana (Md) Para Dados Nao-Agrupados
Para se descobrir o elemento mediano de uma série devem-se seguir 0S

procedimentos abaixo:

¢ Se N (nimero de elementos do conjunto) for impar a mediana é o termo
de ordem P dado pela razao:

¢ Se N (numero de elementos do conjunto) for par, a mediana é a média
aritmética dos termos de ordem, em um primeiro passo de P1 (média
aritmética simples) e, em seguida, pela razao P2 (termo subsequente da
ordem P):

Pi= N

—— e P= +1




Exemplos:

1- Determine o valor da mediana da série que é composta pelos seguintes elementos:
56,65, 58, 62, e 90.

Colocar os elementos em ordem: 56,58,62,65 e 90

N =5 (impar)

N+1 5+1
P = > = > =3 - 32 elemento —» Md = 62

2- Em uma pesquisa realizada a respeito de erros por folha, cometidos por digitadores,
revelou as seguintes quantidades: 12,13.15,13,12,18,16,20. Determinar a quantidade
mediana de falhas.

Colocar os dados em ordem: 12,12,13,13,15,16,18 e 20.

N=8 (par)

N 8
P, =5 = §=4—>49element0—>Md= 13
N
P, =E+1 =4+1=5-> 5%elemento - Md = 15
13+15 28
Logo a mediana sera Md = =5 = 14
Nota:

Ou ainda, de modo simplista, dividimos os dados em limites a esquerda e a
direita, destacando os valores centrais.

1°. passo: organizamos o Rol:
Rol: 12, 12, 13, 13, 15, 16, 18, 20.

2°. passo: destacamos os valores centrais (metade a esquerda, metade a direita):

13, 15,

3°.passo: efetuamos a média aritmética:

13415 _ 28 _ 44

2 2




Observagoes:

O valor da mediana pode coincidir ou ndo com um elemento da série. Quando o
namero de elementos da série é impar, ha coincidéncia. O mesmo ndo acontece,
porém, quando esse nimero € par.

Se uma lista de valores tem um niimero impar de elementos, a mediana é o valor
do meio, quando a lista se apresenta ordenada; se a lista tem nimero par de

elementos, entdo a mediana é¢ a média dos dois nimeros mais proximos do meio.

A mediana e a média aritmética ndo tém, necessariamente, 0 mesmo valor.

Exemplo: Dada a série de valores 5,13,10, 2, 18, 15, 6, 16,9, determine a média e a

mediana;
Colocando os elementos em ordem: 2,5,6,9,10,13,15,16,18

Média: x =

2+54+6+9+10+13+15+16+18 __
5 =

2 _104
9

Mediana: Md = 10

A mediana depende da posicdo dos valores dos elementos na série ordenada.
Essa € uma das diferencas marcantes entre a mediana e a média (que se deixa
influenciar, e muito, pelos valores extremos.

Exemplos:

5,7,10,13,15 »x = 10 e Md = 10

5,7,10,13,65—x = 20 e Md = 10

Obs.: A média do segundo conjunto de valores é maior do que a do primeiro, por
influéncia dos valores extremos, ao passo que a mediana permanece a mesma.

A mediana é designada, muitas vezes, por valor mediano.

4.2-Mediana (Md) Para Dados Agrupados sem Intervalos de Classe

Se os dados se agrupam em uma distribuicdo de frequéncia, o célculo da

mediana se processa de modo muito semelhante aquele dos dados ndo agrupados,

implicando, porém, a determinacdo prévia das frequéncias acumuladas. Precisa-se

determinar um valor tal que divida a distribuicdo em dois grupos que contenham o



mesmo nimero de elementos. Para o caso de uma distribuicdo, porém, a ordem, a partir
de qualquer um dos extremos, é dada por %

Neste caso, € o bastante identificar a frequéncia acumulada imediatamente
superior a metade da soma das frequéncias. A mediana serd o valor da variavel que

corresponde a tal frequéncia acumulada.

Exemplo:
N° DE | ;
MENINOS i F
0 2 2
1 6 8
2 10 18
3 12 30
4 34
r=34 )

i 34 A= .
Sendo % = - =17, a menor frequéncia acumulada que supera esse valor é

18, que corresponde ao valor 2 da variavel, sendo este o valor mediano.

Logo Md = 2 meninos.

Observacéo:

e No caso de existir uma frequéncia acumulada (F;), tal que F; = % , @ mediana

p i+ xi+1 . . . . J T . 4
ser4 dada por Md = XX jsto é, a mediana sera a média aritmética entre o

valor da varidvel correspondente a essa frequéncia acumulada e o seguinte.

Exemplo:
X f F
12 1
14 2 3
15 1 4
16 2 6
17 1 ?
20 1 8
I=8 o
i 8
Temos: 2= %=4= Fs
2 2
it xi+1 15+16 31
Logo: Md = X : Md = = = =155

Donde: Md = 15,5.



4.3-Mediana (Md) Para Dados Agrupados com Intervalos de Classe

Neste caso, 0 problema consiste em determinar o ponto do intervalo em que estéa
compreendida a mediana.

Para tento, temos inicialmente que determinar a classe na qual se acha a mediana
— classe mediana. Tal classe serd, evidentemente, aquela correspondente a frequéncia

acumulada imediatamente superior a %
Feito isto, um problema de interpolacéo resolve a questdo, admitindo-se, agora,
que os valores se distribuam uniformemente em todo o intervalo de classe.
Assim, considerando a distribuicdo da tabela abaixo, acrescida das frequéncias

acumuladas,

ESTATURAS
(cm)

150 + 154 4 | @

a

2 ' 154 ~ 158 | 2 13

3 158 + 162 11 | 24 « classe mediana
4 162 i~ 166 8 32

5 166 ~ 170 5 37

6 3 40

170 = 174

temos: L= %= 70
2 2
Como héa 24 valores incluidos nas trés primeiras classes da distribuicdo e como
se pretende determinar o valor que ocupa o 20° lugar, a partir do inicio da serie,
observa-se que este deve estar localizado na terceira classe (i = 3), supondo que as
frequéncias dessas classes estejam uniformemente distribuidas.

Como existem 11 elementos nessa classe e o intervalo de classe € igual a 4,
20-13

. .. . . - A . 7 .
deve-se tomar, a partir do limite inferior, a distancia : x4 = oX 4, e a mediana

sera dada por: Md = 158 + 1—71 x4 =158+ % = 158 + 2,54 = 160,54.

Logo: Md =160,5 cm.

Passos para o calculo da mediana:
1°) Determinam-se as frequéncias acumuladas.

2fi

2°) Calcula-se =

3°) Marca-se a classe correspondente a frequéncia acumulada imediatamente superior a

% - classe mediana — e, em seguida, emprega-se a formula



[ZTf - F(ant)] h*
IZ

Md = 1"+

na qual:

I* é o limite inferior da classe mediana.

F(ant) € a frequéncia acumulada da classe anterior a classe mediana.
f* é a frequéncia simples da classe mediana.

h* é a amplitude do intervalo da classe mediana.

Exemplo:
. | ESTATURAs ]
{cm) L Fi
1 150 ~ 154 7 4 74
2 154 - 158 | e 13
3 158 +~ 162 11 ‘ 24 + classe mediana
4 162 - 166 8 32
c 166 ~ 170 5 37
6 | 170 = 174 3 40
I=40 |
Lfi_ 40 _ 20
2 2

Logo, a classe mediana € a de ordem 3. Entéo: I*=158, F(ant)=13, f*=11 e h*=4.

Substituindo esses valores na formula, obtém-se:

Md = 158 + 2= _ 15g 4 % — 158 + 2,54 = 160,54

11

Isto é :Md = 160,5 cm.

Observagcdes:

Xfi

- a mediana

e No caso de existir uma frequéncia acumulada exatamente igual a

sera o limite superior da classe correspondente.

e Quando uma distribuicdo de numeros é razoavelmente simétrica, sem valores
extremamente altos ou baixos, os valores da média e da mediana, em geral, sdo
muito préximos um do outro.

e Ha ocasifes em que a mediana constitui melhor medida de tendéncia central do

que a média.



Exemplo:

Suponha que os valores abaixo representem vendas de pizza de mucgarela por um
periodo de 9 dias.

36,35,37,29,39,36,340,35,36

Observe que, certo dia, um grande 6nibus com amantes de pizza de mugarela
chegou ao estabelecimento; as vendas desse tipo de pizza foram muito maiores naquele
dia.

Calculando a média desses valores obtém-se: 6%3 = 69,22.

Entretanto, nenhum dos valores estd proximo de 69,22. Ordenando entdo a
relagdo: 340 -39-37-36-36-36-35-35-29.

Verifica-se entdo que a mediana é 36. Nesse caso, 0 valor da mediana da uma
ideia muito melhor do numero provavel das vendas em determinado dia. Em geral,
quando uma relacdo de valores contém um valor extremo (muito acima ou muito abaixo
dos outros valores da lista), a média ndo € uma medida muito representativa. A mediana
constitui melhor medida de tendéncia central. Mas a média é mais facil de calcular,

sendo, por isso, utilizada com maior frequéncia.

4.4-Emprego da Mediana
Emprega-se a mediana quando
e deseja-se obter o ponto que divide a distribui¢cdo em partes iguais.
e existem valores extremos que afetam de uma maneira acentuada a média.

e avariavel em estudo é salario.

5-Posicdo Relativa da Média, Mediana e Moda.

Quando uma distribuicdo € simétrica, as trés medidas coincidem. Porém, a
assimetria torna-as diferentes e essa diferenca € tanto maior quanto maior € a assimetria.
Assim, em uma distribuicdo em forma de sino, tem-se:

X = Md = Mo, no caso da curva simétrica
Mo < Md < x,no caso da curva assimétrica positiva

X < Md < Mo, no caso da curva assimétrica negativa



l
4= Md = Mo

MODA -

/]
/ MEDIANA

MEDIA

6- Comparacéo Entre Média, Mediana e Moda

Medida Definicéo Vantagens Desvantagens
Centro de distribuicdo e Reflete cada e E afetada por
o de frequéncias. valor. valores
Média e Possui extremos.
propriedades
matematicas
atraentes.
Metade dos valores sdo e Menos o Dificil de
] maiores, metade sensiveis a determinar
Mediana menores. valores guando ha uma
extremos do grande
gue a média. guantidade de
dados.
Valor mais frequente. e Valor “tipico™ e N&o se presta
maior a analise
Moda quantidade de matematica.
valores e Pode ndo ter
concentrados moda para
neste ponto. certos
conjuntos  de
dados.

7-As Separatrizes

Outras medidas de posicdo, como os quartis, 0s decis e 0s percentis, embora
sejam medidas de posicdo, possuem uma caracteristica muito especial: separam 0s
conjuntos em quantidades de iguais valores. Por isso, essas medidas podem ser

chamadas de separatrizes.




Alguns estudiosos de Estatistica preferem chamar as separatrizes de medidas de
posicdo e a media, a mediana e a moda (que também sdo medidas de posicdo), preferem
chamar de medidas de tendéncia central. Os autores ndo concordam quanto a melhor
maneira de considera-las.

Quartis, decis e percentis sdo medidas de posi¢ao, isto &, semelhantes as medidas
de tendéncia central, indicam uma determinada localizacdo em relagdo ao conjunto de
dados em estudo. Entretanto, separam o conjunto em 4 partes iguais (quartis), 10 partes
iguais (decis) ou 100 partes iguais (percentis), ou seja, em partes que apresentam o
mesmo numero de valores. Por isso, alguns autores preferem as medidas de posicao

(quartis, decis e percentis) de separatrizes (juntamente com a mediana).

7.1-Os Quartis

Denominam-se quartis os valores de uma série que a dividem em quatro partes.

Existem, portanto, trés quartis:
a) O primeiro quartil (Q;) — valor situado de tal modo na série que uma quarta parte
(25%) dos dados é menor que ele e as trés quartas partes restantes (75%) sdo maiores.
b) O segundo quartil (Q;) — evidentemente, coincide com a mediana (Q, = Md).
c) O terceiro quartil (Q3) — valor situado de tal modo que as trés quartas partes (75%)

dos termos sdo menores que ele e uma quarta parte (25%) é maior.

Quando os dados sdo agrupados, para determinar os quartis usa-se a mesma

Xfi
2

técnica do célculo da mediana, bastando substituir, na formula da mediana,

kX fi
4

por:

4

LI k o nimero de ordem do quartil
-, sendo
Z S a soma fotal das frequidncias sinples




sendo K o nimero de ordem do quartil. Assim, tem-se:

- [¥ — F(ant)] h*

Ql = f*
|22 - F(ann)|
Qz - l* + f*
[% - F(ant)|
Q3 = l* + f*
; \
[@—F(amf)}z* .:'\
o =1*+
f*
Onde,
k € o numero de ordem do quarti/ (1, 2 ou 3);
[* é o limite inferior da classe mediana;

F(ant) é afreqiiéncia acumulada da classe anterfor a classe mediana;
f* e a frequéncia simples da classe mediana;

h* & a amplitude do intervalo da classe mediana.

Exemplo: Calcular o primeiro, o segundo e o terceiro quartis da distribuicéo de

frequéncia abaixo.

Altura dos alunos da Turma A

Estaturas

{cm) f: Ff
[150,154] 4 4
[154,158] 9 13
[158,162] 1 24
[162,166] 8 32
[166,170] 5 37
[170,174] 3 40

> =40




Os quartis, como ja foi falado, s@o valores que dividem os conjuntos em 4 partes
iguais. O resultado encontrado quando se aplica a férmula, lamentavelmente, ndo
fornece de imediato, a posicdo do quartil; no entanto, indica em que linha de classe se

encontra.

Solucao
Sabemos que E f =40 Entéao,

Primeiro quartil (k = 1) Segundo quartil (k = 2) Terceiro guartil (k = 3)

1><Zj;=@= hTz“ﬂ:@:Q[] MTZJ: ]2[]:30

4 5 = 4 T4

Qual é o significado, por exemplo, da posi¢do 20 para Q,?

O segundo quartil divide o conjunto em duas partes iguais. Ainda ndo se sabe
que valor € esse; porém o resultado 20 indica a linha (ou classe) em que se encontra.
Observacéo:

1) se o valor encontrado existir na linha da Freqiiéncia Acu-
mulada (no nosso exercicio esse valor e 20), entao, esta
sera a classe quarti/ (a linha que estou procurando);

2) caso o valor nao exista, a classe quartil/ sera aquela que
contiver a Freqiéncia Acumulada, imediatamente, supe-
rior. No nosso caso, nao existe a Freqiiéncia acumulada
20, portanto, a imediatamente superior é 24, Essa é a li-
nha que estamos procurando.

Assim, como o segundo quartil se encontra na posicdo 20. Entdo, ele s6 pode

estar na 32 linha da Tabela de Distribuicdo de Frequéncia.

Allma dos alunes da Timma A

Eslshres

{cm) L .
[150,.154] 4 4
[154. 158 ] 13 a0
[158.167 11 29 +—{

2.1 8 T 0
(188, 1A 5 a7
[170.174] 3 4D
3=




Uma vez descobertas as classes do primeiro, segundo e terceiro quartis, pode-se
destacar a linha da classe do primeiro quartil.

Altura dos alunos da Turma A

Estaturas
{cm) 7, Fi
[154,158] 9 13

Na linha de classe de Q,, as estaturas variam de 154 cm a 158
cem: o limite inferior (1 *), isto @, o menor valor @ 154, Na linha

de classe de @,, o limite inferior da classe é 158. E para Q,,
[*=162.

Quartil ﬁ:Zf! [ *

7 F(ant) h* f*  Resultado
10 1654
o,
20 168
o,
30 162
o,

Agora, para encontrar a frequéncia acumulada F(ant), uma vez determinada a

linha Qg, basta observar a frequéncia acumulada da linha de cima. Para Q1, a frequéncia
acumulada anterior sera 4

Alura dos sesns da Turma A
Esiahras ancia i i
F Freqgiencia imediatamente
(cm) % '/ | anterior— F(ant)

[150.154] 4 %
[154.159( 9 13




k> f , .
Quartil @ I * F(ant) h* f*  Resultado

0, 10 154 4
0, 20 158 13
30 162 24

i
s

A determinacdo da amplitude do intervalo de classe é imediata. Localizada a
linha quartil, basta subtrair o maior valor do menor valor do intervalo de classe. Desse
modo, Qi pertence a 22 linha e o intervalo de classe é [154,158[; a amplitude do
intervalo sera dada por: 158 — 154 = 4. Efetuando o célculo para Q, e Qs sera
encontrado o0 mesmo resultado.

k : . . .
Quartil ﬁ [ * Frant) h* f* Resultado

4

0, 10 154 4 4

0, 20 158 13 4
30 162 24 4

{
™

Consultando a tabela, identifica-se a frequéncia simples de cada quartil. Assim,

tem-se: 9,11 e 8, respectivamente para Q1,Q e Qs.

> f . . ,
Quartil % [ * Frant) h* If* Resultado

Q} 10 154 4 4 9
0, 20 158 13 4 11
30 162 24 4 8

[}
[

Solucéo:



Primeiro Quartil.

[LZJ: - F(anz)i|ﬁs *
4
f*

[10-4]x4

Q) =%+ =154+ =156,66

Segundo Quartil.

{_R‘E;f; - F(ani}}h*

0, =%+ _ 1594+ L2014 g 5
e 11
Terceiro Quartil.
£ £
[%_F(‘mﬂ}&* 30— 24] x4
O; =1*+ :162[ -2 =165
I* 8

7.2-Os Percentis

Denominam-se percentis 0s noventa e nove valores que separam uma Série em
100 partes iguais.

Indicam-se: P1,P,Ps,...,P2s,...,Pso,...,P75,...,Pgg

E evidente que : Psop = Md; P2s = Q1 e P7s=Qs

O célculo de um percentil segue a mesma técnica do célculo da mediana, no

% sera substituida por: k2fi , sendo k o nimero de ordem do

entanto, a férmula
100

percentil.

Exemplo:

Calcular o oitavo percentil considerando a tabela de distribuicao de frequéncia abaixo.



Altura dos alunos da Turma A

Estaturas

{cm) 7 F,
[150,154] 4 4
[154,158] 9 13
[158,162] 11 24
[162,166] 8 32
[166,170] b 37
[170,174] 3 40

Y =40

Solucéo:

@— Flant) |h*
100

P=0*+ 7+
k) fi 8x40

3,2
100 100

Como ndo existe na coluna de frequéncia acumulada o valor 3,2; o valor
imediatamente acima dele é 4. Portanto, o percentil (Pg) encontra-se na 12 linha (ou

classe).

100

[@— F(cxm)}z*

P=i*+

f:*:

[3,2-0] x4
B =150+ ————=1532

Logo, Pg = 153,2 cm. Significa que 8% possuem estatura inferior a 153,2%.



7.3-Os Decis
Sé&o valores que dividem o conjunto de dados ordenados (rol) em 10 (dez) partes

iguais.

Primeiro Decil (D,) - valor situade de tal modo na série de dados que 10% das
observacdes sdo menores que ele e 90% s&o maiores.

Segundo Decil (D, ) - valor situado de tal modo na série de dados que 20% das
observacdes sdo menores que ele e 80% s&o maiores.

Nono Decil (D,) - valor situado de tal modo na série de dados que 90% das
observacdes sdo menores que ele e 10% s&o maiores.

Para encontrar as posi¢cdes dos decis utilizam-se férmulas semelhantes as da

mediana,
k.Y fi
10
k2fi F(ant)| h*
D=1+ 10
f*
Exemplo:

Os salarios (em salarios minimos) de 160 profissionais de uma empresa estdo

distribuidos conforme a tabela a seguir. Calcule Q1, D4 e P85 e interprete os resultados.

Salario N. ° de prof. | fac
(fi)
01 p-- 03 20 20
03 p-- 05 40 60
05 |-- 07 60 120
07 |- 09 30 150
09 f-- 11 10 160
Total 160 | -----




Solucéo:
1° passo: Determinar as frequéncias acumuladas da distribuicéo.

2° passo: Calcular a posicao do Quartil, Decil ou Percentil desejado.

kL fi _ 1x160

" e 402 elemento — Quartil

%Ofi = % = 642 elemento — Decil

kY f;  85x160
100 100

= 1362 elemento — Percentil

3° passo: ldentificar a classe que contém o quartil, o Decil ou o Percentil desejado por
meio da frequéncia acumulada simples. Quartil (22 classe); Decil (32 classe); Percentil

(4@ classe).

4° passo: Calcular o Quartil, o Decil ou o Percentil desejado por meio das formulas.

D,=1"+ = 5Dy =5+——".2=513 > D, =513
) [106‘”“"”]’1 (136 — 120)
Pgs = I + = = Pas = 7+~ 2 = 8,07 > Qg5 = 8,07

e Interpretacdo: 25% dos profissionais da empresa ganham até 4 salarios minimos
ou 75% dos profissionais ganham mais de 4 salarios minimos.

e Interpretacdo: 40% dos profissionais da empresa ganham até 5,13 salarios
minimos ou 60% dos profissionais ganham mais de 5,13 salarios minimos.

e Interpretacdo: 85% dos profissionais da empresa ganham até 8,07 salarios

minimos ou 15% dos profissionais ganham mais de 8,07 salarios minimos.



CAPITULO 2 - Medidas de Dispersdo ou de Variabilidade

1- Disperséo ou Variabilidade

As medidas de disperséo ou variabilidade sdo empregadas para descobrir o grau
de variabilidade ou dispersdo dos valores observados em torno da média aritmética.
Servem para medir a representatividade da média e destacam o nivel de homogeneidade
ou heterogeneidade dentro de cada grupo estatistico analisado.

Quando se trata de interpretar dados estatisticos é necessario ter-se uma ideia
retrospectiva de como se apresentavam esses mesmos dados nas tabelas. Assim, ndo é
o0 bastante dar uma das medidas de posicdo para caracterizar perfeitamente um conjunto
de valores.

“Se uma pessoa comeu dois salgadinhos e outra ndo comeu nenhum, em média
cada uma comeu um salgadinho.”

Essa frase, que tem relacdo com a Estatistica, ndo agradou muito aquele que
ficou com fome. Ao se fazer a média, ha sempre informacdo que se perde. A média,
apesar de ser uma medida muito usada em Estatistica, &€ muitas vezes insuficiente para
caracterizar uma distribuicdo. A moda e a mediana também sdo medidas que nao
informam muito sobre como as variaveis se alteram. Por isso, foi preciso encontrar
outro indicador que informasse sobre a maneira como os dados se distribuem em torno

da média.

Exemplo:
Um empresario deseja comparar o desempenho de dois empregados, com base na

producdo diaria de determinada peca, durante cinco dias.

Empregado A: 70, 71,69, 70,70 - =70

Empregado B: 60, 80, 70, 62, 83 — =71

O desempenho médio do empregado A é de 70 pecas produzidas diariamente,
enquanto que a do empregado B é de 71 pecas. Com base na média aritmética, verifica-
se que o desempenho de B é melhor do que o de A. No entanto, observando bem os

dados, percebe-se que a producao de “A” varia apenas de 69 a 71 pecas, ao passo que a



de “B” varia de 60 a 83 pecas, o que revela que o desempenho de A ¢ bem mais
uniforme do que o de B.

Portanto, para qualificar os valores de uma dada variavel, ressaltando a maior ou
menor dispersdo ou variabilidade entre esses valores e a sua medida de posicdo, a
Estatistica recorre as medidas de dispersdo. Dessas medidas, serdo destacadas neste
estudo a amplitude total, a variéncia, o desvio padrao e o coeficiente de variagao.

2- Amplitude Total
2.1- Dados nédo-agrupados

A amplitude total é a diferencga entre 0 maior e 0 menor valor observado:
AT = x(méx) — x(min)

Exemplos:
a) Para os valores: 40,45,48,52,54,62 e 70
Tem-se: AT =70-40=30

b) Para a situacdo sugerida anteriormente.
Empregado A: 70, 71,69, 70,70 - =70

Empregado B: 60, 80, 70, 62, 83 — =71

* Empregado A - AT=71—69=2
* EmpregadoB — AT=83 —60=23

Resumo:

A amplitude total & a medida mais simples de dispersao.

* A desvantagem desta medida de dispersao é que ela leva em conta ape-
nas os valores minimo e maximo do conjunto. Se ocorrer gqualguer va-
riacao no interior do conjunto de dados, a amplitude total nao nos da
qualquer indicacao dessa mudanca.

* A amplitude total também sofre a influéncia de um valor “atipico” na dis-
tribuicao (um valor muito elevado ou muito baixo em relacao ao conjunto).




2.2- Dados agrupados
2.2.1- Sem intervalos de classe
Neste caso, tem-se: AT = x(méax) — x(min)

Considerando a tabela abaixo.
X; ‘ 0 1 2 3 4
f ‘ 2 6 12 7 3

AT=4-0=4
2.2.2- Com intervalos de classe

Neste caso, a amplitude total é a diferenca entre o limite superior da Gltima
classe e o limite inferior da primeira classe.

AT = L(max.) — ¢(min.)

Considerando a tabela abaixo.

ESTATURAS
(cm)

150 + 154 4
154 +~ 158 2
158 — 162 11
162 ~ 166 8
3
3

166 ~ 170
170 +~ 174

OIS WN

AT=174 - 150 = 24, logo AT =24 cm.

A amplitude total tem o inconveniente de s6 levar em conta os dois valores

extremos da série, descuidando do conjunto de valores intermediarios, o que quase



sempre invalida a idoneidade do resultado. Ela é apenas uma indicacéo aproximada da
disperséo ou variabilidade.

Faz-se uso da amplitude total quando se quer determinar a amplitude da
temperatura em um dia ou no ano, no controle de qualidade ou como uma medida de
calculo rapido, e quando a compreensdo popular € mais importante que a exatiddo e a
estabilidade.

3- Desvio Médio (D)
Vamos verificar o desvio do valor que representa a producdo diaria de cada
empregado em relagdo a média aritmética.
O desvio médio é calculado pela média aritmética dos valores absolutos dos
desvios.
Exemplo:
Empregado A: 70, 71, 69, 70, 70 — =70

Empregado B: 60, 80, 70, 62, 83 — =71

70 — 70| + |71 — 70| + |69 — 70| + |70 — 70| + |70 — 70|
m:
5
041414040 2

5 5= 04

160 — 71| + 80 — 71| + |70 — 71| + |62 — 71| + |83 — 71
m:
5
11494149412 42

5 5 84

Ha duas medidas estatisticas, a variancia e o desvio padrdo, que informam sobre
a maior ou menor dispersdo dos dados em torno da média. Para obter essas medidas de
dispersdo, parte-se da diferenca que cada valor tem em relacdo a média. Essa diferenca
chama-se desvio.

O significado do desvio em Estatistica € 0 mesmo atribuido a esse termo na
linguagem comum. Quando se diz, por exemplo, que um navio desviou de sua rota, iSO

significa que havia um percurso a ser seguido e que 0 navio se desviou dele. Em



Estatistica, considerando a Média Aritmética como referéncia, ela seria o valor provavel

para todos os dados, mas eles se desviam da média.

4- Variancia (Var)

O desvio médio € uma boa medida de dispersdo porque da a distancia média de
cada numero em relagdo a meédia. No entanto, para muitas finalidades, é mais
conveniente elevar ao quadrado cada desvio e tomar a média de todos esses quadrados.

Essa grandeza é chamada variancia.

Exemplo:
Empregado A: 70, 71,69, 70,70 —- =70

Empregado B: 60, 80, 70, 62, 83 — =71

|70 — 70|% + |71 — 70|*> + |69 — 70]|* + |70 — 70|*> + |70 — 70]?
ar =
5
02+ 17+ 12+ 02407 2
B 5 -5

=04

|60 — 71|+ 180 — 71|12+ |70 — 71|*> + |62 — 71|* + |83 — 71/?
5
117497 +1°+9°+ 12 121+81+1+81+144 428
N 5 N 5 -5

Vor =

= 85,6

Notas:

Dado um conjunto de dados, a variancia € uma medida de dispersao que mostra o quao
distante cada valor desse conjunto esta do valor central (médio).

Quanto menor é a variancia, mais proximos os valores estdo da média; mas quanto

maior ela é, mais os valores estdo distantes da média.



Observacoes:

* Se os valores dos dados se repetirem em todas as amostras, entao a vari-
ancia da amostra sera zero.

* Se os dados estiverem muito espalhados, entdo a variancia da amostra
acusara um numero positivo elevado. Assim, uma grande variancia signi-
ficara uma grande dispersao dos dados em relagcao a média.

* A variancia € uma medida que tem pouca utilidade na estatistica descri-
tiva, porém é extremamente importante na inferéncia estatistica e em
combinacdes de amostras.

5- Desvio Padréo (Dp)
5.1-Introducéo

A variancia ¢ uma boa medida de disperséo, mas tem uma desvantagem: é dificil
interpretar o valor numérico da variancia. Uma variancia de 85,6 significa uma grande
dispersdo ou uma pequena dispersdo? Parte do problema se deve a questdo das
unidades: a variancia é medida em uma unidade que é o quadrado da unidade de
medida. Em geral, € mais conveniente calcular a raiz quadrada da variancia, chamada
desvio padrdo.

Quanto maior for o desvio padrdo, maior serd a heterogeneidade entre os valores
que estdo sendo analisados. Isso significa, portanto, que quanto maior for o desvio

padrdo, maior sera a variacdo entre os valores.

Exemplo:
Empregado A:; 70, 71,69, 70, 70 — =70

Empregado B: 60, 80, 70, 62, 83 — =71

|70 —70|> + |71 — 70|*> + |69 — 70|*> + |70 — 70]* + |70 — 70|2
ar —
5
3 02+12+12+02+02_
- - -

2—04
5_ 1)

Dp = \[Var = /0,4 = 0,63



|60 — 71]*+ |80 — 71|+ |70 — 71|* + |62 — 71|* + |83 — 71|?
ar =
5
112+ 92 +12+92+ 122  121+81+1+81+144 428
5 B 5 5

85,6

Dp = \/Vyr = /85,6 = 9,25

Observagoes:
e Quanto menor o desvio padrdo, mais os valores da variavel se aproximam de sua
média.
e Quanto maior o desvio padrdo, mais significativa a heterogeneidade entre os

elementos de um conjunto, ou seja, maior sera a variacao entre os valores.

5.2-Aplicacéao pratica do desvio padrao

O desvio padrdo ¢ um pardmetro muito usado em Estatistica e indica o grau de
variacao de um conjunto de elementos.

Exemplificando:

Se medirmos a temperatura maxima durante trés dias em uma cidade e
obtivermos 0s seguintes valores, 28°, 29° e 30°, podemos dizer que a média desses trés
dias foi 29°.

Em outra cidade, as temperaturas maximas nesses mesmos dias podem ter sido
22°,29° e 35° No segundo caso, a média dos trés dias também foi 29°.

As medias tém o mesmo valor, mas os moradores da primeira cidade viveram
trés dias de calor, enquanto os da segunda tiveram dois dias de calor e um de frio.

Para diferenciar uma média da outra, foi criada a no¢do de desvio padrdo, que
serve para dizer o quanto os valores dos quais se extraiu a média sdo proximos ou
distantes da prépria media. No exemplo acima, o desvio padrdo da segunda cidade é
muito maior que o da primeira.

Uma das aplicagdes mais comuns do desvio padrdo é para célculo da
classificacdo no vestibular. Se dois candidatos ao mesmo curso tiram nota 7 em provas
diferentes, o peso desse resultado vai depender do desvio padrdo de cada exame.

Digamos que a média das notas nas duas provas tenha sido 5. Aquele que obteve 7 na



prova cujo desvio padrdo foi menor, serd mais considerado porque significa que ele
conseguiu um 7 em um exame em que quase todo mundo ficou préximo a 5. Enquanto o

outro conquistou um 7 em uma prova na qual muitos outros também tiraram notas altas.

5.3-Aplicacéo da Férmula de Desvio Padr&o

DP= Var

Tanto o desvio padrdo como a variancia sdo usados como medidas de dispersao
ou variabilidade. O uso de uma ou de outra dependera da finalidade que se tenha em
vista. A variancia é uma medida que tem pouca utilidade como estatistica descritiva,
porém é extremamente importante na inferéncia estatistica e em combinagdes de
amostras.

Se bem que a formula dada para o célculo do desvio seja a que torna mais facil a
sua compreensdo, ela ndo é uma boa formula para fins de computacédo, pois em geral, a
média aritmética (x) € um nimero fracionario, o que torna pouco pratico o calculo das
quantidades (x; — x)2.

Os calculos podem ser simplificados fazendo uso da igualdade:
_ % (x;)?
D la—0? =) (-2

Assim, substituindo Y (x; — x)? por seu equivalente obtém-se:

n n

b= [Txr - T 2xﬂ_<2xl>

5.4- Desvio Padréo (Dp) com dados ndo-agrupados
Exemplo: Considerar o conjunto de valores da variavel x: 40,45, 48, 52, 54, 62,70.
O modo mais pratico para se obter o desvio padrdo é formar uma tabela com duas

colunas: uma para x; e outra para xi2. Assim:



X; X7
40 1.600
45 2.025
48 2.304
52 2.704
54 2.916
62 3.844
70 4.900
= 371 Y = 20.293

Como n=7, tem — se:

D - sziz ()
n n

Dp = \[20293 — (ﬂ) 2 = /2899 — 532 = /2899 — 2809 = /90 = 9,486

7 7

Logo, o desvio padréo € 9,49.

5.5- Desvio Padréao (Dp) com dados agrupados
5.5.1- Sem intervalos de classe

Como, neste caso, tem-se a presenca de frequéncias, deve-se leva-las em
consideracéo, resultando a formula:

2 2
by o Jz fil _ <2 ﬁxl)

Exemplo:

Considerando a distribuicdo da tabela abaixo, calcular o desvio padrao.

xi|01 2 3 4
fi|261273




O modo mais préatico para se calcular o desvio padrdo é abrir, na tabela dada,
uma coluna para os produtos fix; e outra para f; x;2, lembrando que para se obter f; x,

basta multiplicar cada fix; pelo seu respectivo x; . Assim:

X; f; fx; fix?
0 2 0 0
1 6 6 6
2 12 24 48
3 74 21 63
4 3 12 48
> =30 2 =63 > =165

2 x? XX ’
Dp = n \n
_ 165_ E 2 — _ _
Dp= | (30) = /55— 441 = 1,00 = 1,044

Logo: Dp=1.04.
5.5.2- Com intervalos de classe

Exemplo:
Considerando a distribuicao da tabela abaixo, calcular o desvio padréo.

. | ESTATURAS

i (cm) f; X; fx; fx2

1 150 — 154 4 152 608 92.416
2 154 — 158 9 156 1.404 219.024
3 158 — 162 11 160 1.760 281.600
4 162 — 166 8 164 1.312 215.168
.5} 166 — 170 5) 168 840 141.120
6 170 — 174 3 172 516 88.752

2 = 40 2 =6.440 | ¥ = 1.038.080

2
Dy = jz;ciz (2

D, = J1038080 _ (6440)2 = v/25952 — 25921 = /31 = 5,567

40 40

Logo, o desvio padrédo é 5,57cm.



5.6- Desvio Padréao (Dp) pelo processo breve
Baseados na mudanca da varidvel x por outra y, tal que

Xi — Xg
W=

pode-se obter um processo breve de calculo com a aplicacdo da seguinte formula.

Dp = h.
i n n

Lfvi® <Z fixi>2

Exemplo:
Considerando a distribuicéo da tabela abaixo, calcular o desvio padréo.

. | ESTATURAS 5
! (cm) f; X; Yi fiyi fiy:
1 150 + 154 4 152 | -2 -8 16
2 | 154 ~ 158 9 156 | -1 -9 9
3 | 158 + 162 11 160 0 0 0
4 | 162 + 166 8 164 1 8 8
5 | 166 ~ 170 5 168 2 10 20
6 | 170 - 174 3 172 3 9 27
h=4 =140 2=10 | X:=180

Logo DP =5,57 cm.

Fases para o calculo do desvio padréo pelo processo breve:
1) Abrimos uma coluna para os valores X; (ponto medio).

2) Escolhemos um dos pontos médios (de preferéncia o de maior frequéncia) para o
valor de Xo.

3) Abrimos uma coluna para os valores de y; e escrevemos zero na linha correspondente
a classe onde se encontra o valor de Xo; a sequéncia -1, -2, -3, ..., logo acima do zero,
e asequéncia l, 2, 3, ..., logo abaixo.

4) Abrimos uma coluna para os valores do produto fiy;, conservando os sinais + ou -, €,
em seguida, somamos algebricamente esses produtos.




5) Abrimos uma coluna para os valores do produto fiyi%, obtidos multiplicando cada fiy;
pelo seu respectivo yi, e, em seguida, somamos esses produtos.

6) Aplicamos a formula.

Exemplos.

1-Em uma escola, a direcdo decidiu observar a quantidade de alunos que apresentam
todas as notas acima da média em todas as disciplinas. Para analisar melhor, a diretora
Ana resolveu montar uma tabela com a quantidade de notas “azuis” em uma amostra de
quatro turmas ao longo de um ano. Observe a seguir a tabela organizada pela diretora.

g Quantidade de alunos acima da média
1° Bimestre| 2° Bimestre | 3° Bimestre | 4° Bimestre
6° ano 5 8 10 7
7° ano 8 6 6 12
8° ano 1" 9 5 10
9° ano 8 13 9 4

Antes de calcular a variancia, € necessario verificar a média aritmética (x) da quantidade
de alunos acima da média em cada turma.

6°ano - x=5+8+10+7=30=7,50.
4 4

7°ano - x=8+6+6+12=32=8,00.
4 4

8°an0o - x=11+9+5+10=35=38,75.
4 4

9°ano - x=8+13+9+4=34=850.
4 4

Para calcular a variancia da quantidade de alunos acima da média em cada turma,
utilizamos uma amostra, por isso empregamos a férmula da variancia amostral.

Var. amostral = (X; = X)2 + (Xo = X)2 + (X3 = X)2 + ... + (X;, = X)?
n-1

6° ano — Var = (5 — 7,50)2 + (8 — 7.50)2 + (10 — 7,50)2 + (7 — 7.50)>
4-1

Var = (= 2,50)2 + (0,50)? + (2,50)? + (— 0,50)?
3

Var=6,25+0,25+6,25+ 0,25
3
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Var = 13,00
3
Var =4,33

7°ano — Var = (8 — 8,00)2+ (6 —8,00)2 + (6 —8,00)2 + (12 — 8,00)?
4-1

Var = (0,00)2 + (= 2,00)2 + (— 2,00)? + (4,00)?
3

Var =0,00 +4,00 +4,00 + 16,00
3

Var = 24,00
3
Var = 8,00

8°ano — Var=(11-875)2+(9-8,75)2+ (5 —8,75)% + (10 — 8,75)?
4-1

Var = (2,25)2 + (0,25)2 + (= 3,75)2 + (1,25)?
3

Var =5,06 + 0,06 + 14,06 + 1,56
3

Var = 20,74
3
Var =6,91

9° ano — Var = (8 — 8,50)2 + (13 — 8,50)2 + (9 — 8,50)2 + (4 — 8,50)2
4-1

Var = (= 0,50)2 + (4,50)2 + (0,50)2 + (— 4,50)?
3

Var =0,25 + 20,25 + 0,25 + 20,25
3

Var =41,00
3
Var = 13,66

Conhecida a variancia de cada turma, vamos calcular agora o desvio padréo.



6° ano 7° ano 8° ano 9° ano
dp = \var dp = \var dp = var dp = \var
dp = dp = dp = dp =
V4,33 8,00 16,91 V13,66
dp = 2,08 dp =283 dp = 2,63 dp = 3,70

Para concluir sua analise, a diretora pode apresentar os seguintes valores que indicam a
quantidade media de alunos acima da média por turma pesquisada.

6° ano: 7,50 + 2,08 alunos acima da média por bimestre.
7° ano: 8,00 + 2,83 alunos acima da média por bimestre.
8° ano: 8,75 £ 2,63 alunos acima da média por bimestre.
9° ano: 8,50 + 3,70 alunos acima da média por bimestre.

2-Considerar os trés conjuntos abaixo com seus respectivos valores.

X:70,70,70,70,70.
Y: 68, 69, 70, 71, 72.
Z:5,15, 50, 120, 160.

e Calcular a média aritmética dos trés conjuntos.

J0+70+70+70470 350

Para X: 7= 70
5 5

Para Y: ¥ — 68 +69+T704+71472 _ 350 70
5 5

Para Z: ¥ = 34154504120 +160 _ 350 - 70

5

5

Obs.: Observa-se que 0s trés conjuntos possuem a mesma média.



Mas também, pode-se observar que o conjunto X é mais homogéneo do que 0s
conjuntos Y e Z; o conjunto Y, por sua vez, € mais homogéneo que o conjunto Z; por
fim o conjunto Z é mais heterogéneo de todos. Mesmo possuindo a mesma média, 0S

conjuntos apresentam comportamentos muito diferentes. Isso é chamado disperséo.

No nosso exercicio acima, os conjuntos X, Y e Z apresentam
como ponto de tendéncia central para fins de comparacao
a media. Essa média é a mesma para os trés conjuntos: 70.
Assim, o conjunto X apresenta dispersao nula, pois nao ha
variacado dos valores do conjunto em relacédo a essa media;
o conjunto Y apresenta dispersao menor que o conjunto Z;
isso porque os valores de Y estdo mais proximos que os do
conjunto Z.

Os conjuntos  X,Y e Z s@o de dados ndo agrupados que serdo dispostos em

tabelas para melhor visualizag&o.

Tabela X Tabela Y Tabela Z

I.l I." ‘X." xa'_ Tr x.'_

70 490 68 4624 5 25

70 490 69 4761 15 225

70 490 70 4900 50 2500
70 490 71 5041 120 14400
70 490 72 5184 160 25600

> =350 > =24500 > =350 » =24510 > =350 Y =42750

Célculo do desvio padrao:

Para o conjunto X:

3 x =350

> xf = 2450

" 2 3
o Z_"‘_{Z_’“} =\’@_(?j — J4500- 4900 = 0

Entao,

b " 5



Para o conjunto Y:

{Z % =350 Entao

> xi =24510

r

7 5

S (Yx)  fas510 (350
se _ _ -| = — J4902-4900 = Af2 =1.4
s

Para o conjunto Z:

{Z % =350 Entao,

> x! =42750

” n 5 5

2 2 2
S=JZ% _[Z?ﬁ} =J427’50_[350] = J8550— 4900 = {3650 = 60,4

Obs.:

* O desvio padrao do conjunto X é igual a 0. De fato, isso
significa que nao ha variacao alguma no conjunto, por-
tanto, @ um conjunto homogéneo;

* O desvio padrao do conjunto Y é iguala 1,4 e o do con-
junto Z é igual a 60,4, Comparando-se os dois conjun-
tos, vemos que ha uma pequena variacédo em Y (1,4) e
uma alta variacao em Z (60,4). Na pratica, significa que
os valores do conjunto Y estao mais proximos da média,
ao passo que, em £, os valores do conjunto estao muito
distantes da média.

3- Pesquisa realizada pela Secretaria de Salude de uma cidade, visando conhecer os
habitos de higiene bucal da populacdo, identificou num de seus itens o tipo de creme

dental mais consumido e tabelou os seguintes dados.

: Fluore
. Ricarbonato Menta e
\ Fldor Bica - - N bicarbonato
creme dental de sodio flGor :
de sodio

Tipo de

Numero de
pessoas



Calcule
a) a média aritmética dos valores.

80+20+60+40

2 50

Média =

b) o desvio médio.

_ 180 = 50| + |20 — 50] + |60 — 50| + |40 — 50| _

2

C) a variancia

_ (80— 50)% + (20 — 50)% + (60 — 50)2 + (40 — 50)?
ar — 4

=500

d) o desvio padréo

Dp = /500 = 22,3

4- Uma distribuidora pesquisou o consumo de refrigerantes entre diferentes faixas

etarias, para melhor direcionar a sua campanha publicitaria.

Baseado nos dados, calcule

a) a idade média dos consumidores.

Idade dos consumidores Ponto Médio Frequéncia
10|--14 12 60
14|--18 16 100
18|--22 20 130
22|--26 24 90
26|--30 28 20
Total - 400

Considerando a frequéncia de cada intervalo e o respectivo ponto médio, temos:




] 12.60 + 16.100 + 20.130 + 24.90 + 28.20
Média = 200 =19,1

b) 0 desvio médio
Dy

_60.]12 —19,1] + 100.]16 — 19,1] + 130.120 — 19,1] + 90.|24 — 19,1 + 20.]28 — 19,1|
- 400

= 3,68.

C) a variancia
Var

_60(12—19,1)% + 100(16 — 19,1) + 130(20 — 19,1)? + 90(24 — 19,1)> + 20(28 — 19,1)°
- 400

= 19,59

d) o desvio padréo

Dp = JV,, = /19,59 = 44

5- A tabela a seguir mostra as notas dos alunos de uma classe de Ensino Médio em

Matematica.
Notas F
0 +— 20 3
20 — 40 g |
| 40 — 60 6 |
50 —— 80 8
80 — 10,0 4
Total 40

Calcule

a) a média aritmética.
b) a variancia.

C) o desvio padrdo.

d) construa um poligono de frequéncia e analise a zona de normalidade dos dados.



a) Para calcular a média aritmética, precisamos inicialmente encontrar os pontos médios

das classes.
Nota f Pm
0 pb— 20 3 1,0
20— 40 | 9 30 |
40 — 60 16 | 50
60 — 80 8 7,0
80 — 10,0 4 9.0

=505

g-83:1:9.3+16.5+8-7+4-9_202
. 40

40

b) Para calcular a variancia, primeiramente calculamos o desvio, fazendo
d= ponto médio — média aritmética
1-505=-4,05=—-4
3—-505=-205=-2
5—-505=-0,05=0
7—-505=195=2
9-505=395=4
A variancia entdo sera dada por
Vo = 3.(—4)? +9.(—2)? + 16.0% + 8.2% + 4.4% _ 180
ar 40 40

) Dp = /4,5 =212

= 4,5

d)

Fa
164 ~

0w
f

o e e



A zona de normalidade é uma regido que se define em torno da média quando fazemos:
desvio padrdo — média = 5,05 - 2,12 = 2,93

desvio padrdo — média = 5,05 + 2,12 =7,17

e é representada no gréafico pela parte hachurada.

6- Coeficiente de Variagéo (CV)

O desvio padrdo por si s6 ndo nos diz muita coisa. Assim, um desvio padrdo de
duas unidades pode ser considerado pequeno para uma série de valores cujo valor médio
é 200; no entanto, se a média for igual a 20, 0 mesmo ndo pode ser dito. Além disso, o
fato de o desvio padrdo ser expresso na mesma unidade dos dados limita o seu emprego
quando desejamos comparar duas ou mais séries de valores, relativamente a sua
dispersdo ou variabilidade, quando expressas em unidades diferentes.

Para contornar essas dificuldades e limitacdes, podemos caracterizar a dispersao
ou variabilidade dos dados em termos relativos a seu valor médio, medida essa
denominada coeficiente de variacéo (CV).

Exemplo:
Considerando a distribuicdo da tabela abaixo, na qual a média ¢ 161 cm e o desvio

padréo € igual a 5,57 cm, calcular o coeficiente de variacdo (CV).

. | ESTATURAS

! (cm) f; X; Yi fy; fiy?
1 150 ~ 154 4 152 | -2 -8 16
2 | 154 - 158 9 156 | -1 -9 9
3 | 158 + 162 11 160 0 0 0
4 | 162 + 166 8 164 1 8 8
5 | 166 ~ 170 5 168 2 10 20
6 | 170 ~ 174 3 172 3 9 27

h=4 X =140 2:=10 [ X =80
Desvio Padrao 5,57
CV = —edia X 100 - CV = Ter X 100 = 0,03459 x 100 = 3,459
é

Logo CV = 3,5%.

Exemplo:

Considerar os resultados das medidas das estaturas e dos pesos de um mesmo grupo de

individuos.



ESTATURAS | 175cm | 5,0cm
PESOS 68 kg 2 kg

Tem-se

CVe=5/175x100 = 2,85%

CVp=2/68 x 100 =2,94%

Logo, nesse grupo de individuos, 0s pesos apresentam maior grau de dispersdo que as

estaturas.

Nota:

Se bem que, para qualificar a dispersdo de uma distribuicdo, seja mais proveitoso o
coeficiente de variacdo, ndo devemos deduzir dai que a variancia e o desvio padrdo
carecam de utilidade. Pelo contrario, sdo medidas muito Uteis no tratamento de assuntos

relativos a inferéncia estatistica.

Observagoes:

O coeficiente de variacdo fornece a variacdo dos dados obtidos em relacdo a média.
Quanto menor for o seu valor, mais homogéneos serdo os dados. O coeficiente de
variacdo é considerado baixo (apontando um conjunto de dados bem homogéneos)
quando for menor ou igual a 25%. O fato de o coeficiente de variacdo ser dado em valor
relativo nos permite comparar séries de valores que apresentam unidades de medida
distintas.

Exemplo:
Compare a variabilidade relativa do tempo de reacdo de um analgésico A com a

variabilidade do peso das pessoas que se submeteram a dosagem desse analgésico. As

médias e o0s desvios padrdo foram.

Analgésico A: Média=3 mine Dp = 0,71
Peso das pessoas: Média =58,25 kg e Dp = 5,17

Solucao: Vamos calcular o coeficiente de variacdo para cada item observado.

Célculo para o tempo de reacdo do analgésico.



Cv=100- = 23,67%

0,71
3

Célculo para o peso das pessoas.

’

7
= 8,88%

Cv=100- 58,25

Comparando o coeficiente de variacdo do tempo de reacdo do analgésico e o do

peso das pessoas, podemos concluir que os dados referentes a0 peso sdo mais

consistentes que os dados referentes ao tempo de reacdo do analgésico, ou ainda, que 0s

dados referentes ao peso sdo mais homogéneos que 0s do tempo de reacdo do

analgésico.
Observagoes:
Diz- se que uma distribuicdo tem:
Baixa dispersao: CV = 15%
Média dispersao: 15%< CV<30%
Alta dispersdo: CV = 30%
Um coeficiente de varnagdo maior ou igual a 30% revela que a série &

heterogénea e a media tem pouco significado. Se o coeficiente de variagcdo for
menor que 30%, portanto a série € homogénea e a média term grande significado.

CAPITULO 3 — Medidas de Assimetria / Medidas de Curtose
1- Medidas de Assimetria
1.1-Introducéo

As medidas de assimetria indicam o grau de assimetria de uma distribuicdo de

frequéncias unimodal em relacdo a uma linha vertical que passa por seu ponto mais

elevado.

Sendo a distribuicdo simétrica, a média e a moda coincidem; sendo a

distribuicdo assimétrica a esquerda ou negativa, a média é menor que a moda; e sendo

assimétrica a direita ou positiva, a média € maior que a moda.
e Uma distribuicdo de frequéncias com classes é simétrica quando:

Média = Mediana = Moda.



Graficamente, uma distribuicdo simétrica tem associada a si uma curva de
frequéncias unimodal apresentando duas “caudas” simétricas em relagdo a uma linha

vertical que passa por seu ponto mais alto (eixo de simetria).

7

Mo=Md=x

Y

Simétrica: Mo= Md = X

Uma distribuicdo assimétrica tem associada a si uma curva de frequéncias
unimodal que apresenta a partir do seu ponto mais alto, uma “cauda” mais longa para a
direita (assimetria positiva) ou para a esquerda (assimetria negativa).

Nas distribuicdes assimétricas os valores da moda, da mediana e da média

divergem sendo que a média sempre estard do mesmo lado que a cauda mais longa.

e Uma distribuicdo de frequéncias com classes é assimétrica a esquerda ou

negativa quando: Média < Mediana < Moda.

Assimétrica a esquerda (Negativa): ... X a esquerda da Mo (X < Md < Mo)

e Uma distribuicdo de frequéncias com classes é assimétrica a direita ou positiva

quando: Meédia > Mediana > Moda.




——

RN

Mo Md

Assimétrica a direita (Positiva): X a direita da Mo (Mo < Md < X))

Para fazer a classificar do tipo de assimetria através de calculo, tem-se a seguinte

relacédo:
X = Mo
Se: X - Mo =0 —= assimetria nula ou distribuicdo simétrica.
X-Mo < 0 —= assimetria negativa ou & esquerda.
X - Mo > 0 — assimetria positiva ou & direita.
Exemplos:

1-Determinar os tipos de assimetria das distribuicGes abaixo.

Distribuicgdo A Distribuicco B Distribuigcgo C

Classes fi Classes fi Classes fi
24 & 26 & 2—6 )
6 —10 12 6 H—10 12 6F—10 30
10F—14 24 10— 14 24 10— 14 24
14F—18 12 14 —18 30 14— 18 12
18— 22 & 18— 22 ) 18— 22 )

Total £ 60 Total £ 78 Total £ 78

Calcular a média ( x ), a mediana (Md), a moda (Mo) e o desvio padréo(s) para cada
distribuicéo.
DistribuicGo A —=X=12, Md =12, Mo =12 kge s = 4,42
DistribuicGo B —=%X =129, Md =135, Mo=16kges =420
Distribuico C—=X=11,1, Md =105, Mo =8kge s=420

Calcular o tipo de assimetria.



Distribuicdo A —= - Mo = 12- 12 =0 — a distribuicdo & simétrica.

Distribuicdo B —= X-Mo =12,9-16 =- 3,1 — a distribuicdo & assimétrica
negafiva.

Distribuicdo C—= ¥-Mo =11,1 -8= 3,1 — a distribuicdo & assimétrica positiva.

Construir os gréaficos das distribuicbes anteriores.

Distribuicdo A Distribuiccdo B Disfribuicdo C

24 30 ' 30 '

18 24 /y 24 *
18 18

2 ) 12 / 12 / \\

TN et AT

0 ' — 0 Mol 0l |

>

4 8 12 16 20 4 8 12 16 20 4 8 121620

2- Dada a figura a seguir, pode-se afirmar que

A) a moda é maior do que a mediana e menor do que a média.
B) a moda é menor do que a mediana e maior do que a média.
C) a moda é menor do que a mediana e menor do que a media.
D) a mediana é maior do que a média e menor do que a moda.
E)nda

Resposta: Letra B.

1.2- Coeficiente de Assimetria

Um coeficiente de assimetria quantifica o desvio de uma distribuicdo em relacdo
a uma distribuicdo simétrica e o sinal resultante do seu célculo indica o tipo de
assimetria da distribuicao.

Coeficiente de Assimetria de Person



_ 3@ - Mad)
Dp

Ou

3(x —Md

Obs.: Desvio Padrao: Dp ou s

Se 0,15 <|As| < 1, a assimetria é considerada moderada; |As| > 1, é forte.

Exemplo:

Calcular o coeficiente de assimetria.

DISTRIBUICAO A DISTRIBUICAO B DISTRIBUICAO C
PESOS PESOS
p%)s h kg) h (ke) k-
26 6 216 6 26 6
610 l 12 610 12 6+10 20
10114 24 1014 24 1014 24
1418 12 14+-18 30 14+ 18 12
18422 6 18122 6 1822 | L
=00 T =78 |z=178
¥ =12kg i = 12,9kg  =111ke
Md = 12 kg Md = 13,5 kg Md = 10,5 kg
Mo = 12 kg Mo = 16 kg Mo = B kg
5 = 442kg s =420ke 5 = 420kg

3(x — Md)
g 2x ~Md)

As, = 2 — 19 = 0 = simetria

4,42

Asg = 30129 - 135) _ _ 0,429 = assimetria negativa
420

As. = ﬂ“; 2'010'_.5) = (0,429 = assimetria positiva

2- Medidas de Curtose
2.1- Introdugéo



Denomina-se curtose o grau de achatamento de uma distribuicdo em relagdo a
uma distribuicdo padréo, denominada curva normal (curva correspondente a uma
distribuicdo tedrica de probabilidade).

Embora seja comum explicar a curtose como o “grau de achatamento” de uma
distribuicdo de frequéncias, o que as medidas de curtose buscam indicar realmente é o
grau de concentracdo de valores da distribuicdo em torno do centro desta distribuigéo.

Numa distribuicdo unimodal, quanto maior for a concentragdo de valores em
torno do centro da mesma, maior serd o valor de sua curtose. Graficamente, isso sera
associado a uma curva com a parte central mais afilada, mostrando um pico de
frequéncia simples mais destacado, mais pontiagudo, caracterizando a moda da
distribuicdo de forma mais nitida.

Uma distribuicdo de frequéncia pode ser classificada como

%+ Mesocurtica — quando apresenta uma medida de curtose igual a da distribuicéo
normal.

% Platicurtica — quando apresenta uma medida de curtose menor que a da
distribuicdo normal.

% Leptocartica — quando apresenta uma medida de curtose maior que a da

distribuicdo normal.

S\~ \

platicortica mesocirtica

lept?)cz}rtim

2.2- Coeficiente de Curtose

Uma férmula para a medida da curtose é

_ -0
2(P90 _Plo)

C

Essa formula é conhecida como coeficiente percentilico de curtose. Esse

coeficiente € definido como o quociente entre a amplitude semi-interquatilica e a
amplitude entre o0 10° e 0 90° percentis.

O valor deste coeficiente para a curva normal é 0,26367...., C = 0,263.



Assim sendo, ao se calcular o coeficiente percentilico de curtose de uma

distribuicdo qualquer tem-se

e Quando C = 0,263 — diz-se que a distribuicdo é mesocurtica.
e Quando C < 0,263 — diz-se que a distribuicdo é platicurtica.

e Quando C > 0,263 — diz-se que a distribuigdo é leptocurtica.

Exemplo:
Sabendo-se que uma distribuicdo apresenta as medidas a seguir:
Q:1=24,4cm; Q3 =41,2cm ; P1p = 20,2 cm e Pgp =49,5 cm, tem — se:

Q3 — Q1

c= 2=
2(P90_P10)

_ 412-244 168
~ 2(49,5-20,2) 586

= 0,2866 — C = 0,287

Como

0,287 > 0,263, conclui-se que a distribuicdo é platicurtica, em relacdo a normal.

CAPITULO 4 - Probabilidade

1-Introducéo

Embora o célculo das probabilidades pertenca ao campo da Matematica, sua
inclusdo neste curso se justifica pelo fato de a maioria dos fendmenos de que trata a
Estatistica ser de natureza aleatéria ou probabilistica. Consequentemente, 0
conhecimento dos aspectos fundamentais do calculo de probabilidades é uma
necessidade essencial para o estudo de Estatistica Indutiva ou Inferencial. Lembrando,
também, que a Estatistica € um ramo da Matematica.

O estudo das probabilidades foi motivado inicialmente pelos jogos, encontrando
posteriormente aplicacdes em outros campos, como a genética, a medicina, a economia,
a politica e outros setores da atividade humana em que had necessidade de prever a

ocorréncia de determinado fato.



2- A linguagem das probabilidades
A teoria das Probabilidades utiliza uma linguagem muito prépria que é preciso
assimilar.
e Experimento aleatério
Experimento aleatorio é todo experimento que, mesmo repetido, varias vezes,
sob condigBes semelhantes, apresenta resultados imprevisiveis, dentre os resultados
possiveis.
Exemplos:
a) Langamento de uma moeda.
b) Langamento de um dado.
c) Loteria de nimeros.
d) Extracdo de uma carta de baralho.
e) Abrir um livro ao acaso e ver o numero de pagina.

f) Escolher um aluno ao acaso e perguntar-lhe quantos irmaos tem.

e [Espaco Amostral

Espaco amostral de um experimento aleatério € o conjunto de todos os
resultados possiveis desse experimento. Notacdo: S

Exemplos:

a) No lancamento de uma moeda, temos S = { cara, coroa}

b) No langamento de um dado (perfeito), temos S = {1,2,3,4,5,6}

e Evento
Evento é todo subconjunto de um espaco amostral S de um experimento

aleatorio. Notacdo: E

Exemplos:

a) No lancamento de duas moedas
E,: aparecem faces iguais
E; = {(c,c), (k,k)}; portanto, o numero de elementos do evento E; én (E; ) =
2.

E,: aparece cara em pelo menos 1 face



E. = {(c,c), (c,K), (k,c), }; portanto, o nimero de elementos do evento E; é n
(E2 ) =3.

b) No langamento de dois dados

E1: aparecem nlmeros iguais
E: = {(1,2),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}; portanto, 0 numero de elementos do
evento E;én (Ey) = 6.

E,: 0 primeiro nimero € menor ou igual a 2
E2 = {(11).(12),1.3).(14).(15).(1.6).(2.1).(2.2).(2,3).(2,4).(2.5).(2.6)};
portanto, o niumero de elementos do evento E;é n (E, ) = 12.

Alguns eventos particulares, através de exemplos:
Evento certo: evento que possui 0s mesmos elementos do espaco amostral,
(E=Y9).

Es: a soma dos resultados nos dois dados € menor ou igual a 12.

Evento impossivel: evento igual ao conjunto vazio.
E4: 0 nimero do primeiro dado € igual a 7.
E4 =@

Evento simples (ou elementar): evento que possui um unico elemento.

Es: a soma dos resultados nos dois dados € igual a 12.

ES = {(616)}

Evento complementar: se A é um evento de um espaco amostral S, o evento
complementar de A indicado por A’, A°ou A étal, que A° =S—A.
Ex.: a) A probabilidade de se realizar um evento é 1/5, a probabilidade de que
ele ndo ocorra é 1 —1/5 = 4/5.

b) Sabendo que a probabilidade de tirar o 4 no lancamento de um dado é
1/6. Logo, a probabilidade de néo tirar o 4 no langcamento de um dado é 1 — 1/6
= 5/6.



v' Eventos mutuamente exclusivos: quando a realizagcdo de um evento exclui a
realizagdo do(s) outro(s). Assim, no lancamento de uma moeda, o evento “tirar
cara” e o evento “tirar coroa” sdo mutuamente exclusivos, ja que, ao se realizar
um deles, o outro ndo se realiza. Se dois eventos sdo mutuamente exclusivos, a
probabilidade de que um ou outro se realize é igual & soma das probabilidades

de que cada um se realize. p = p1 + p2.

Ex.: Langcamos um dado. A probabilidade de se tiraro 3ouo5é: p=1/6 +1/6
= 2/6 = 1/3, pois os dois eventos s&o mutuamente exclusivos.

Dois eventos sdo mutuamente exclusivos quando a ocorréncia de um implica a
ndo-ocorréncia do outro. Se A e B sdo eventos mutuamente exclusivos, entdo
ANB =0.

v Eventos independentes: Dois eventos independentes quando a realizagdo ou a
ndo-realizacdo de um dos eventos ndo afeta a probabilidade da realizacdo do
outro e vice-versa. Quando langcamos dois dados, o resultado obtido em um deles
independe do resultado no outro. Se dois eventos sdo independentes, a
probabilidade de que se realizem simultaneamente é igual ao produto das
probabilidades de realizacdo dos dois eventos. p = p; X p2. EX.: No langamento
de dois dados, qual é a probabilidade de se obter 1 no primeiro dado e 5 no
segundo dado? p = 1/6 x 1/6 = 1/36.

3- Probabilidade

Dado um experimento aleatorio, sendo S o seu espago amostral, vamos admitir
que todos os elementos de S tenham a mesma chance de acontecer, ou seja, que S é um
conjunto equiprovavel.

Chamamos de probabilidade de um evento A (A C S) o numero real P(A), tal
_ n@4 :
que P(A) = S’ onde:
n(A) = é o numero de elementos do evento A.

n(S) = é o niumero de elementos do espaco amostral S.

Ou melhor, se em um fenbmeno aleatério as possibilidades sdo igualmente
provaveis, entdo a probabilidade de ocorrer um evento A é

miuners de casos favorivels

P(A) =

mumners de casos possivels



Exemplos:

Considerando o langamento de um dado, calcular

a) a probabilidade do evento A “obter um niimero impar na face superior”.
S={1,2,3,4,5,6} —n(S)=6

A={13,5} - n(A)=3

_ n@ _3_1 0
P(A) = ") —>P(A)—6— ~ ou 50%

b) a probabilidade do evento B “obter um nimero menor ou igual a 6 na face superior”.
S={1,2,3,4,5,6} —»n(S)=06
B={1,2,345,6} —>n(B)=6

B 6
P(B) = % ~>P(B)=2=1

c) a probabilidade do evento C “obter o nimero 4 na face superior”.
S={1,2,3,4,5,6} —n(S)=6

C={4} - n(C)=1

1

— no =1
P(C) =22 - p(0) =2

d) a probabilidade do evento D “obter um niimero maior que 6 na face superior”.
S={1,2,3,4,5,6} —»n(S)=06
D={}ou® — n(D)=0

P(D)= "2 ~P(D)=¢=0

Pelos exemplos, pode-se concluir que, sendo n(S) = n:
a) a probabilidade de um evento E qualquer (E C S) é um namero P(E), tal que
0<P(E)<l.
b) a probabilidade do evento certo é igual a 1: P(S) = 1.

c) a probabilidade de um evento elementar E qualquer é, lembrando que n(E) 1:

P(E) ==,

n

d) a probabilidade do evento impossivel € igual a zero: P(¢)= 0.



4-Exercicios Resolvidos

1- Qual é a probabilidade de sair o &s de ouros quando retiramos uma carta de um
baralho de 52 cartas?

Como s6 ha um &s de ouros, o numero de elementos do evento € 1. Logo:

=52  n(A)=1 P(A)= 2D - pa) =

2- Qual é a probabilidade de sair um rei quando retiramos uma carta de um baralho de
52 cartas?

Como ha 4 reis (de copas, de ouros, de paus , de espadas), 0 nimero de elementos do
evento € 4. Logo:

nS)=52 n(A)=4 P(4)= % ~>P(A) ===

3- Emum lote de 12 pecas, 4 sdo defeituosas. Sendo retirada uma peca, calcule:

a) a probabilidade de essa peca ser defeituosa.

nS)=12  n(A)=4 P(4)= % > P(4) == =

b) a probabilidade de essa peca ndo ser defeituosa.

1

. 2
Sendo este evento e o anterior complementares, temos: P =1 — ~ = =.

4- No lancamento de dois dados, calcule a probabilidade de se obter soma igual a 5.

n(S)=6x6=36
n(A) = {(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} — n(A)=4
_ _4+_1
P(A) = m —>P(A)—36_9

5- De dois baralhos de 52 cartas retiram-se, simultaneamente, uma carta do primeiro
baralho e uma carta do segundo. Qual a probabilidade de a carta do primeiro baralho ser

um rei e a do segundo ser 0 5 de paus?

4 1 1
P1:—:— e P2:—
52 13 52

Como esses dois acontecimentos sdo independentes e simultaneos, vem:

1 1 1
p=2.1=_



6- Uma urna A contém: 3 bolas brancas, 4 pretas, 2 verdes; uma urna B contém: 5 bolas
brancas, 2 pretas, 1 verde; uma urna C contém: 2 bolas brancas, 3 pretas, 4 verdes. Uma
bola é retirada de cada urna. Qual é a probabilidade de as trés bolas retiradas da

primeira, segunda e terceira urnas serem, respectivamente, branca, preta e verde?

2
P, ===
27 g

F’3=é

3
P, ===
179 9

w =

1
4
Como os trés eventos sao independentes e simultaneos, vem:

P_1 14 1
349 27

7- De um baralho de 52 retiram-se, ao acaso, duas cartas sem reposi¢do. Qual é a
probabilidade de a primeira carta ser o &s de paus e a segunda ser o rei de paus?

A probabilidade de sair 0 &s de paus na primeira carta é: P; = 512

Apos a retirada da primeira carta, restam 51 cartas no baralho, j& que a carta retirada ndo
foi reposta. Assim, a probabilidade de a segunda ser o rei de paus é : P, = 51—1

Como esses eventos sao independentes, temos:

p - 11 1
" 52°51 2652

8- Qual é a probabilidade de sair uma figura quando retiramos uma carta de um baralho

de 52 cartas?

4 1 4 1 4 1

Preis = 52 = 13 Piamas = 2 13 Poatetes = 52 13
Como 0s eventos sdo mutuamente eXCIUSiVOS, vem:.

P_1 1+1_3
13 13 13 13

Obs.: Este problema pode ser resolvido, ainda, com o seguinte raciocinio. Como em um

baralho temos 12 figuras (4 damas, 4 valetes, 4 reis), vem: P = 5 =5

9-Qual é a probabilidade de sair uma carta de copas ou de ouros quando retiramos uma

carta de um baralho de 52 cartas?

13 1 _ 13 _ 1

Pcopas 52 4 Bouros = 2 2
Como o0s eventos sA0 mutuamente eXCIUSiVOS, vem:

1 1
P:+:

1
4 4

2
4



10-No langcamento de um dado, qual é a probabilidade de se obter um nimero ndo-
inferior a 5?
A probabilidade de se obter um nimero néo inferior a 5 é a probabilidade de se obter 5

ou 6. Assim:

|

11- Qual é a probabilidade de obter ao menos um 6 na jogada de dois dados?

Sejam, o evento A, 6 na primeira jogada, e 0 evento B, 6 na segunda jogada. Entdo o
evento ao menos 1 seis € A U B. Sabe-se que P(A) = P(B) = 6/36. Como A N B é o
evento 6 em ambos os dados, sabe-se que sua probabilidade é 1/36. Aplicando a
formula P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B), obtém-se:

P(AUB)—6+6 1 _u
36 36 36 36

12- Lancando um dado duas vezes, observa-se 0s pares ordenados de niameros das faces

superiores. Qual é a probabilidade de ocorréncia do nimero 5 em pelo menos uma vez.

n(S)=6x6=36
A= {(1,5), (2,5),(3,5),(4,5),(5,1),(5,2),(5,3),(5,4),(5,5),(5,6),(6,5)} —n(A)=11
_ n(4) !
P(4) = ) - P(4) = =

CAPITULO 5 - Distribuicso Binomial

Considerando-se um experimento aleatorio, observa-se a probabilidade de
ocorrer um evento E (sucesso), assim como seu complementar E’ (insucesso), em n
tentativas independentes. A probabilidade de ocorrerem k sucessos e (n — k ) fracassos é

dada pelo termo geral do Bindmio de Newton (p +q)" .
P = (Z) .pk.q™ ¥ , sendo p a probabilidade de sucesso em cada tentativae q=1-p a

probabilidade de fracasso.



“Sucesso” e “fracasso” aqui apenas apresentam ocorréncias que se excluem e se
complementam.
e Seocorre um sucesso, ndo ocorre um fracasso, e vice-versa.
e Sucesso e fracasso cobrem todas as possibilidades, ndo h& ocorréncia diferente
dessas.

Exemplos:

a) Uma moeda é lancada 6 vezes seguidas. Determine a probabilidade de se obter cara 4
vezes nos 6 langamentos.

Sendo p a probabilidade de se obter cara, p =%, e q a probabilidade de se obter coroa,

q=1-%=%.Comon=6ek=4,tem—se:

4 2
_ (™) ,k ,n—k _ (6 (l) (l) - 66 11
P (k)'p qTE 2P (4)' 2) \2) TP e or1en
6.5.4! 1 15
412! 64 64
b) Qual ¢ a probabilidade de uma familia com seis filhos ter dois filhos homens,
supondo-se que a probabilidade de que nas¢ca menino ou menina seja igual:

Dados: n=6 k=2 p=%
2

4 o101

— (™) ,k gn-k _ (6 (1) (1) __ o 11

P=(})- Pt P (2) 2) \2) TP = a6 16
,_654 1 15
- = = —
2141 64 64

¢) Jogando 5 vezes um dado honesto, qual a probabilidade de ocorrer s6 trés vezes o
resultado 2?
Dados: n=5 k=3 p=1/6 q=1-1/6=5/6

3 2
(™) .k n-k _ (> (l) (E) = >! 1 25
P=()-ptam "~ P (3) 6) &) P35 21636

_ 543! 25 500 125

— — > P = —
3121 7776 15552 3888

=0,032 =3,2%



d) Dois times de futebol A e B disputam 6 partidas. Qual é a probabilidade de o time A
ganhar 4 partidas?
Dados: n=6 k=4 p=1/3 eq=2/3

2

1 /2 6! 1 4
P=(Z).pk.q”‘k—>P= (2)(5) (5) —>P=m.a.§

, 6.5.4! 4 , 120 60 20 00823 = 8230,
=—_——) —_— = = = =
4121 °729 1458 729 243 £270

e) Sabendo-se que a probabilidade de uma pessoa acertar um tiro no alvo é %, qual é a
probabilidade de acertar pelo menos um tiro em 4 tentativas?
Dados: n=4 p=Y% Q=%

e lacerto,k=1

e 2 acertos, k=2
2 2
— n k n—k — 4 1) (E) —i
P—(k).p.q —>P—(2).(4 (3) =P =5

e 3acertos, k=3

3 1

= @oatar= (L6 6) e

e 4 acertos, k=4

0

=)t r=r= (.0 .C) »p- e

108 54 12 1 175

P = 256256 T 256 T 256 ~ 256

= 0,683 = 68,3%



f) Suponha que numa linha de producgéo, a probabilidade de se obter uma peca
defeituosa ¢ igual a 0,1. Toma-se uma amostra de 10 pecas para serem inspecionadas.

Qual é a probabilidade de se obter uma peca defeituosa?

Dados: n=10 k=1 p=01 ¢q=1-0,1=0,9

P = (1,:) pqv > P = (110)-(0,1)1. (0,9)° > P =10x0,1 x0,3874 = 0,3874=

38,74%
g) Suponha que numa linha de producdo, a probabilidade de se obter uma peca
defeituosa ¢ igual a 0,1. Toma-se uma amostra de 10 pecas para serem inspecionadas.

Qual ¢é a probabilidade de se obter nenhuma peca defeituosa?

Dados: n=10 k=0 p=01 ¢q=1-0,1=0,9

(™Y .k n-k _ (10 0 10 10!
P—(k).p.q SP= (0).(0,1).(0,9) > P = oo 11 10,3486

=1x1x0,3486 = 0,3486 = 34,86%



Avaliagdo
Esta avaliacdo corresponde a 100% da nota do segundo moédulo.

Cursista:
12 Questao

O professor Carlos aplicou uma prova de Matematica a 25 alunos, contendo 5 questdes,

valendo 1 ponto cada. Apos fazer a correcdo, o professor construiu o gréfico abaixo, que

relaciona o nimero de alunos as notas obtidas por eles.

10 7
8

numero de alunos

é

4

: |

0 . . ; . .
] 2 3 4 5

notas obfidas

Observando o grafico, conclui-se que a média, a moda e mediana das notas obtidas
pelos alunos correspondem, respectivamente, a

A) 3,0; 3,0; 3,0

B) 3,8; 3,0; 4,0

C) 3,8;3,8;3,8

D) 4,0; 4,0; 4,0

E) nda

228 Questao

Algé, Bia e Célia ttm a mesma idade. A soma dessas idades com as de Dora (13 anos),
Erica (18 anos) e Fausto (20 anos) é 96 anos. Determine a moda, a média aritmética e a

mediana dessas seis idades.

32 Questao:



O gréfico abaixo apresenta a distribuicdo de frequéncia das faixas salariais numa

pequena empresa.

A numero de funcionarios

14

‘1 e :

0 500 1000 1500 2000 2500  salario
(em reais)

Com os dados disponiveis, pode-se concluir que a média aritmética desses salarios €,
aproximadamente

A) R$420,00

B) R$536,00

C) R$562,00

D) R$640,00

E) R$708,00

42 Questao:
Quando a mediana € melhor do que a média como medida do valor tipico em um grupo?

Responda e justifiqgue com um exemplo.

52 Questao:

Ao calcular a média aritmética das notas dos Testes Fisicos (TF) de suas trés turmas,
um professor de Educacdo Fisica anotou os seguintes valores.

N°DE | MEDIA
TURMA 1 ALuNOS | DO TF
A 20 9
B 40 75
C 30 g




A média aritmética das notas do TF dos 90 alunos das turmas A, Be C é
A)8,0 B)8,1 C)8,2 D)8,3 E)nda

62 Questao:

Considerar a seguinte situacdo: O dono de uma empresa pretende saber, em média,
quantos produtos sdo produzidos por cada funcionario em um dia. O chefe tem
conhecimento que nem todos conseguem fazer a mesma quantidade de pecas, mas pede
que seus funcionarios fagam um registro de sua produgdo em uma semana de trabalho.

Ao fim desse periodo, chegou-se a seguinte tabela.

Quantidade de pecas produzidas por dia

Funcionarios

Segunda| Ter¢ca | Quarta | Quinta | Sexta
A 10 9 11 12 8
] 15 12 16 10 7
Cc 11 10 8 1 12
D 8 12 15 9 11

Calcular a média aritmética relativa a cada funcionario.

72 Questao:
Uma caixa contém 30 bolinhas numeradas de 1 a 30. Retirando-se ao acaso uma bolinha

da urna, qual a probabilidade de essa bolinha ter um nidmero maltiplo de 4 ou de 3?

82 Questao:

Vocé é o gerente de uma pizzaria e mantém o controle das vendas dos diversos tipos de
pizza. Suponha que tenha observado os seguintes valores de vendas diarias de pizzas do
tipo calabresa, durante um periodo de 9 dias: 40, 56, 38, 38, 63, 59, 52, 49,46. Calcule o

coeficiente de variacdo para verificar se a dispersdo € muito grande em relacdo a media.

92 Questao:
Determinada editora pesquisou 0 nimero de paginas das revistas mais vendidas em uma

cidade.

Revistas A B C D E F

Ne°.de
paginas 62 90 88 92 110 86




Calcular
a) 0 nimero médio de paginas.
b) a variancia.

C) 0 desvio padrao.

10?2 Questao:

Apb6s um ano de funcionamento, uma maternidade registrou o nascimento de 720
criancas, em parto normal. Os dados referentes a altura dessas criancas permitiu a
construcdo da tabela abaixo.
Calcular Altura Nimero de
a) a altura média. (emcm) criangas
b) o desvio médio. |
C) a variancia.

d) o desvio padrao. —1




