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 CURSO DE RACIOCÍNIO LÓGICO MATEMÁTICO 

MÓDULO 3: Análise Combinatória

Neste módulo estudaremos como determinar o número de possibilidades de ocorrência de certo acontecimento. Esse estudo tem origem nos jogos de azar, como lançamento de dados e jogos de cartas, e atualmente é muito utilizado no cálculo de probabilidades, em problemas de trânsito, em elaboração de horários, em estatística, etc.
1- Introdução

A Análise Combinatória é uma parte da Matemática que estuda os problemas de contagem. Surgiu no século XVI, época em que as camadas mais altas da sociedade perdiam ouro, brilhantes, castelos, terras e cavalos de raça nos jogos de azar. Interessavam-lhes saber, por exemplo, de quantas formas poderiam obter soma igual a 6 num jogo de dados ou três damas num jogo de baralho.


Os membros das camadas mais humildes, por outro lado, arriscavam dinheiro nas apostas das loterias. Nos séculos passados, possuía grande popularidade a chamada loteria genovesa, cujo sorteio consistia na extração de 5 entre 90 fichas numeradas de 1 a 90. Nesse caso, os apostadores desejavam saber de quantas formas poderiam conseguir 1 dupla, 1 terno, uma quadra ou uma quina.

O matemático italiano Niccolò Fontana, conhecido como Tartaglia (significa gago) foi um dos primeiros a formular a teoria de contagem para jogois de dados. Os franceses Blaise Pascal e Fermat, no século XVII, desenvolveram teorias de contagem que vieram a constituir as bases do estudo das probabilidades.

No início do século XX foi publicado em Leipzig (Alemanha), o mais completo tratado sobre Análise Combinatória se ocupando, como nos tempos de sua origem, com a resolução de problemas vinculados a jogo de azar, mas esta deixou de ser sua preocupação exclusiva. Hoje em dia, ela atua em diversos domínios e fornece fundamentação para a contagem de possibilidades de eventos do cotidiano.

Historicamente, os números naturais estão ligados diretamente à contagem de objetos. Existem problemas mais elaborados cuja contagem um a um é de difícil aplicação. Por isso, eles exigem métodos indiretos para se fazer essa contagem. Para nos auxiliar nessa tarefa, temos a Análise Combinatória, que estuda a quantidade de possibilidades de um determinado evento ocorrer, sem necessariamente descrevê-las, além de fornecer elementos para diferenciar as categorias em que esses eventos se situam.

2- Problemas de Contagem


A necessidade de contar o número de pessoas que estão em uma fila é um problema de contagem direta, pois as pessoas estão dispostas uma atrás da outra e, para saber quantas são, contamos uma a uma. No entanto, se precisamos determinar o número de lugares disponíveis em uma sala de aula que apresenta 5 filas com 9 carteiras cada uma, não há necessidade de contá-los um a um, pois é muito prático multiplicar o número de filas pelo número de carteiras que há em cada uma delas, ou seja, 5 x 9 = 45. Esse exemplo representa um problema de contagem indireta.
3- Princípio Fundamental da Contagem (PFC) – Princípio Multiplicativo

O PFC diz que se há x modos de tomar uma decisão d1 e, y modos de tomar a decisão d2 , então o número de modos de tomar sucessivamente as decisões d1 e d2 é x.y.


Um recurso valioso na resolução de problemas de contagem e que nos permite enunciar o PFC é a descrição da situação através da árvore das possibilidades.
Exemplo 1: Suponhamos que eu tenha uma moeda na mão e vou lançá-la três vezes para o ar. Quantos são os resultados possíveis para esses três lançamentos da moeda? Para tentar descrever todas as possibilidades podemos utilizar um esquema, chamado diagrama da árvore ou árvore das possibilidades. Considerando C – cara e K – coroa , observem.
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Por meio do esquema acima, percebemos que há 8 diferentes possíveis resultados para o lançamento de uma moeda três vezes. É muito trabalhoso termos que, a cada novo problema, fazer o diagrama da árvore. Usando técnicas simples (PFC – princípio multiplicativo), podemos chegar ao resultado procurado, sem precisar desenhar os resultados possíveis. O Princípio Fundamental vem nos dizer que basta multiplicar os resultados parciais (de cada etapa), e teremos o resultado total (para todo o evento). 
1ª etapa ou d1 - 1º lançamento da moeda → 2 resultados possíveis (cara/ coroa)
2ª etapa ou d2 - 2º lançamento da moeda →  2 resultados possíveis ( cara/ coroa)
3ª etapa ou d3 - 3º lançamento da moeda → 2 resultados possíveis (cara/ coroa)

Teremos: 2x2x2= 8. A mesma resposta do diagrama da árvore. 
Exemplo 2: Num hospital, existem 3 portas de entrada (P1, P2 e P3) que dão para um saguão, no qual existem 4 elevadores (E1, E2, E3 e E4). Um visitante deve dirigir-se ao 5º andar, utilizando um dos elevadores. De quantas maneiras diferentes poderá fazê-lo?
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Através da árvore das possibilidades descobrimos que existem 12 maneiras distintas de, usando uma das três portas e um dos quatro elevadores, chegarmos ao 5º andar.

Mais rápido será utilizar o princípio fundamental da contagem. Para tanto, dividiremos o evento (chegar ao 5º andar do hospital) em duas etapas. Descobriremos o número de resultados possíveis, individualmente, para cada etapa. 
Teremos:

1ª etapa - A escolha de uma porta de entrada → 3 resultados possíveis;

2ª etapa - A escolha de um elevador → 4 resultados possíveis.


De acordo com o princípio da contagem devemos multiplicar os resultados parciais, e teremos: 3x4=12 → A mesma resposta do diagrama da árvore.

A partir dos dois exemplos que acabamos de ver, é possível fixar o princípio fundamental da contagem.
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Exemplo 3: Com 5 homens e 5 mulheres, de quantos modos se pode formar um casal?
d1 : Escolha de um homem ( 5 modos)

d2 : Escolha de uma mulher( 5 modos)   

                                   Há 5 x 5 = 25 modos diferentes de formar um casal.

Exemplo 4: Uma bandeira é formada por 7 listras que devem ser coloridas usando apenas as cores verde, azul e vermelho. De quantas maneiras distintas será possível pintá-la de modo que duas listras adjacentes nunca estejam pintadas da mesma cor?
Solução: Colorir a bandeira equivale a escolher a cor de cada listra. Há 3 modos de escolher a cor da primeira listra e, a partir daí, 2 modos de escolher a cor de cada uma das outras 6 listras. A resposta é 3 x 26 = 3 x 64= 192
	3 ( verde, azul ou cinza)

	2  (azul ou cinza)

	2  ( verde ou cinza)

	2  ( verde ou azul)

	2 ( azul ou cinza)

	2 ( verde ou cinza)

	2  ( verde ou azul)


Exemplo 5: Existem 3 linhas de ônibus ligando a cidade A à cidade B e 4 outras linhas ligando a cidade B à cidade C. Uma pessoa deseja viajar de A a C, passando por B. De quantos modos diferentes a pessoa poderá fazer essa viagem?
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Solução: de A para B → 3 possibilidades

                de B para C → 4 possibilidades

               Logo, pelo princípio fundamental da contagem, temos: 3 x 4 = 12 modos

4- Fatorial ( ! )


É comum, nos problemas de contagem, calcularmos o produto de uma multiplicação cujos fatores são números naturais consecutivos. Para facilitar esse trabalho, vamos adotar um símbolo chamado fatorial ( ! ).


Sendo n um número inteiro maior que 1, define-se fatorial de n como o produto dos n números naturais consecutivos de n a 1. Indica-se n!.

n! (Lê-se: n fatorial ou fatorial de n.)

n! = n(n – 1)(n – 2) ... 3 . 2 . 1, sendo n Є IN e n > 1

De acordo com a definição, temos:

 2! = 2 . 1 = 2;
 3! = 3 . 2 . 1 = 6, etc.
Conseqüências
1ª conseqüência: Podemos escrever para qualquer n (n Є IN) e n > 2: n! = n(n − 1)!

Observe: Na igualdade 8! = 8.7.6.5.4.3.2.1, temos: 
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Assim, 8! = 8 . 7!
2ª conseqüência: Vamos estender o conceito de fatorial de n para n = 1 e n = 0. Em cada extensão deve-se conservar a propriedade n! = n (n – 1)!

Veja:
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Para que essa igualdade seja verdadeira, definimos: 0! = 1.
Exemplo 6:
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Exemplo 7:
[image: image21.wmf]56

!

6

!

6

.

7

.

8

!

6

!

8

=

=

       
[image: image22.wmf]63

7

7

.

8

!

6

!

6

.

7

!

6

.

7

.

8

!

6

!

7

!

8

=

+

=

+

=

+


5- Tipos de Agrupamentos


A partir dos n elementos de um conjunto A formamos agrupamentos em que cada elemento de A se apresenta uma só vez, de três modos:
a) agrupamentos com p elementos, em que a ordem dos elementos é importante; são sucessões chamadas arranjos dos n elementos de A, p a p. Os arranjos simples de n elementos, tomados p a p podem ser considerados como subconjuntos ordenados de A, com p elementos distintos.
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b) agrupamentos com os n elementos de A, em que apenas a ordem dos elementos distingue os agrupamentos, essas sucessões são chamadas permutações simples dos n elementos de A. As permutações simples dos n elementos de A podem ser consideradas arranjos simples com 
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c) agrupamentos com p elementos, em que a ordem dos elementos não importa; são subconjuntos de A com p elementos distintos, chamados combinações simples dos n elementos de A, p a p.
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Para as combinações simples vale a seguinte propriedade:  
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Observações:

1. Os arranjos com repetição dos n elementos de A tomados p a p são todas as sequências ordenadas formadas por elementos de A, não necessariamente distintos e podem ser calculados pela regra do produto ou por: 
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2. Podemos calcular a quantidade de permutações com repetição, observando que existem n! permutações dos n elementos, mas nem todos distintos e que existem a! permutações dos a elementos iguais, concluindo que a quantidade de permutações distintas é 
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.  Generalizando temos: 
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3. Quando elementos são dispostos ao redor de um círculo, chamamos de permutação circular. Duas permutações circulares são consideradas idênticas quando percorremos a circunferência no sentido anti-horário, a partir de um mesmo elemento das duas permutações e encontramos elementos que formam seqüências iguais. Calculamos a quantidade de permutações circulares possíveis com os elementos de A por 
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Decidindo entre o Arranjo e a Combinação:


Considerando que já sabemos que a questão será resolvida por Arranjo ou Combinação, seguiremos os passos seguintes, a fim de nos definirmos por uma ou por outra técnica de resolução. Vejamos:

1º Passo) Criaremos um resultado possível para o subgrupo;

2º Passo) Inverteremos a ordem do resultado que acabamos de criar (no 1º passo);

3º Passo) Compararemos os dois resultados que estão diante de nós (1º e 2º passos):

→ Se forem resultados diferentes: resolveremos a questão por Arranjo.
→  Se forem resultados iguais: resolveremos a questão por Combinação.
Exemplo 8: Quatro atletas participam de uma corrida. Quantos resultados existem para o 1º, 2º e 3º lugares?
Resposta: Quais serão as etapas desse evento? 

1ª etapa) Definição do 1º colocado → 4 resultados possíveis;

 2ª etapa) Definição do 2º colocado →  3 resultados possíveis;

 3ª etapa) Definição do 3º colocado →  2 resultados possíveis.

Multiplicando-se os resultados parciais, teremos: 4x3x2 = 24. Ou seja, podem ser formados 24 diferentes resultados de 1º, 2º e 3º colocados numa corrida, dispondo-se de 4 competidores.
Exemplo 9: De quantos modos três pessoas podem ficar em fila indiana?

Resposta: Fila indiana, você sabe, é aquela em que uma pessoa fica atrás da outra. 
Teremos:

1ª etapa) definição do 1º da fila: 3 resultados possíveis;

2ª etapa) definição do 2º da fila: 2 resultados possíveis;

3ª etapa) definição do 3º da fila: 1 resultado possível.

Multiplicando-se os resultados parciais, teremos: 3x2x1 = 6. Podem ser formadas seis diferentes filas indianas, com três pessoas.
Exemplo 10: João vai a um restaurante disposto a comer um só prato de carne e uma só sobremesa. O cardápio oferece oito pratos distintos de carne e cinco pratos diferentes de sobremesa. De quantas formas pode o homem fazer sua refeição?

Resposta: 
1ª etapa) definição da carne  → 8 resultados possíveis;

2ª etapa) definição da sobremesa →  5 resultados possíveis.

Multiplicando-se os resultados parciais, teremos: 8x5 = 40. Podem ser compostas 40 distintas refeições, dispondo-se de oito tipos de carne e 5 tipos de sobremesa.
 Exemplo 11: Numa festa existem 80 homens e 90 mulheres. Quantos casais diferentes podem ser formados?

Resposta: O objetivo é formar um casal. Um casal é composto de um homem e uma mulher, logo, para cumprir esse objetivo, dividiremos o evento em duas etapas:

1ª etapa) escolha do homem → 80 resultados possíveis;

2ª etapa) escolha da mulher → 90 resultados possíveis.

Pelo princípio da contagem, multiplicando-se os resultados parciais, teremos: 80x90 = 7200.

Exemplo 12: O sistema telefônico da cidade A utiliza sete dígitos para designar os diversos telefones. Supondo que o primeiro dígito seja sempre dois (2), e que o dígito zero (0) não seja utilizado para designar estações (2º e 3º dígitos), quantos números de telefones diferentes poderemos ter?

Resposta: O evento agora é compor um número de telefone, observando as restrições previstas no enunciado. Como teremos 7 dígitos, trabalharemos também com 7 etapas. Cada etapa corresponde à escolha do respectivo dígito. Este exemplo se diferencia dos anteriores, pois aqui teremos que redobrar nossa atenção, uma vez que o enunciado estabelece exigências específicas para algumas das etapas do evento. Por exemplo, é dito que o primeiro dígito será sempre 2. É dito também que na escolha do segundo e do terceiro dígitos não poderemos usar o algarismo zero. Essas restrições terão que ser observadas quando formos fazer o cálculo dos resultados parciais. Teremos:

1ª etapa) Definição do 1º dígito → 1 resultado possível (só pode ser “2”);

2ª etapa) Definição do 2º dígito → 9 resultados possíveis.

Senão, vejamos: dispomos dos algarismos do sistema decimal, para escolher um deles que ocupará o 2º dígito. São eles: {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9}. São dez algarismos! Ocorre que o enunciado amarra que o algarismo zero não pode ocupar essa segunda casa. Restam nove resultados possíveis. Idêntico raciocínio se repetirá para a próxima etapa.

3ª etapa) Definição do 3º dígito → 9 resultados possíveis.

4ª etapa) Definição do 4º dígito → 10 resultados possíveis. Aqui não há nenhuma exigência específica, e nenhuma restrição. Ou seja, pode ser usado qualquer algarismo do sistema decimal (e são 10!). O mesmo raciocínio se repetirá para as três últimas etapas.

5ª etapa) Definição do 5º dígito → 10 resultados possíveis.
6ª etapa) Definição do 6º dígito → 10 resultados possíveis.

7ª etapa) Definição do 7º dígito → 10 resultados possíveis.

Finalmente, multiplicando-se os resultados parciais, teremos: 

1x9x9x10x10x10x10 = 810.000

Exemplo 13: Quantos números de três algarismos distintos podem ser formados, dispondo dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5?
E agora, Arranjo ou Combinação?

1º Passo) Criando um resultado possível, podemos ter: (1 2 3)

2º Passo) Invertendo a ordem do resultado criado: (3 2 1)

3º Passo) Fazendo a comparação. São iguais ou diferentes os dois resultados acima? Tratando-se de números, é claro que são distintos. Conclusão: resolveremos a questão por Arranjo.
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Ou pelo Princípio Multiplicativo:  

1º passo: possibilidades para o algarismos das centenas → 5
2º passo: possibilidades para o algarismos das  dezenas→ 4

3º passo: possibilidades para o algarismos das unidades →3

Multiplicando as possibilidades → 5.4.3 = 60 números.

Exemplo 14: Quantos números de três algarismos podem ser formados, dispondo dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5?
 Princípio Multiplicativo:  

1º passo: possibilidades para o algarismos das centenas → 5

2º passo: possibilidades para o algarismos das  dezenas→ 5
3º passo: possibilidades para o algarismos das unidades →5
Multiplicando as possibilidades → 5.5.5 = 125 números.

Obs.: Se a questão não amarrou que o subgrupo tem que ter elementos diferentes, então fica subentendido que eles podem ser repetidos.
Exemplo 15: Dispondo das seguintes espécies de frutas {maçã, mamão, melão, banana, pera, uva, laranja e melancia}, quantos tipos de saladas podem ser formadas, contendo três tipos de frutas?
Será Arranjo ou será Combinação?

1º Passo) Criando um resultado possível: (mamão, melão e maçã)

2º Passo) Invertamos a ordem. Teremos: (maçã, melão e mamão)

3º Passo) Vamos comparar. A salada do primeiro passo é igual ou é diferente da salada do segundo passo? O sabor é o mesmo? Claro que sim. Os resultados são iguais. Conclusão: a questão será resolvida por Combinação.
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Exemplo 16: Dispondo dos algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, quantos números de cinco dígitos distintos poderão ser formados?

A questão é de Arranjo. Arranjo de quanto em quanto? O grupo maior tem cinco elementos, ou seja: n=5. E os subgrupos terão também cinco elementos, ou seja: p=5. Quando a questão é de Arranjo, e temos que n = p, dizemos então que estamos em um caso de Permutação. Em outras palavras: A5,5 = P5 (leia-se: “permutação de cinco”). O cálculo da Permutação é até mais fácil.
Fórmula da Permutação: Pn = n!  ( n é o número de elementos do conjunto universo, que é também o mesmo número de elementos dos subgrupos que serão formados). Teremos que: A5,5 = P5 = 5! = 5 x 4 x 3 x 2 x 1 = 120.
Exemplo 17: Quatro carros (C1, C2, C3 e C4) disputam uma corrida. Quantas são as possibilidades de chegada para os quatro primeiros lugares?
É uma questão de Arranjo! Agora, o grupo maior tem 4 elementos (n=4) e os subgrupos que serão formados também terão esse mesmo número de elementos (p=4). Caímos no caso particular da Permutação. Teremos que: 

A4,4 = P4 = 4! = 4 x 3 x 2 x 1 = 24.
Exemplo 18: Seis amigos vão ao cinema. São 3 rapazes e 3 moças. De quantas formas poderemos colocá-los dispostos numa mesma fila, em seis poltronas vizinhas?
1ª Indagação: na hora de formar os subgrupos, poderemos usar elementos iguais? Ou terão que ser distintos? Ora, os elementos do subgrupo serão pessoas! Logo, não há como formar um subgrupo com várias pessoas iguais! Obviamente, os elementos terão de ser diferentes! Primeira conclusão: o caminho de resolução é o do Arranjo ou da Combinação!
2ª Indagação: Arranjo ou Combinação? Seguimos o procedimento já conhecido:

1º Passo) criamos um resultado possível. (Chamemos as pessoas de A, B, C, D, E e F). Teremos, pois, que um resultado possível seria esse mesmo: A-B-C-D-E-F (Com a pessoa A na ponta da esquerda e a pessoa F na da direita)
2º Passo) Invertemos a ordem dos elementos do resultado acima. Teremos:F-E-D-C-B-A
3º Passo) Comparamos os resultados.
Atenção à pergunta seguinte: as pessoas dos dois resultados são as mesmas? A resposta é sim! Mas, e as duas filas, são as mesmas? Não! São diferentes! E o que interessa neste caso são as filas formadas. Temos, portanto, resultados distintos! Conclusão: Trabalharemos com Arranjo. Arranjo de quantos em quantos? São 6 pessoas no conjunto universo, e são seis elementos na fila (no subgrupo). Logo, Arranjo de 6 em 6: A6,6, que é igual a Permutação de

6. Ou seja: A6,6 = P6
Então, para esse enunciado, faremos: P6 = 6! = 6x5x4x3x2x1 = 720 
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Exemplo 19: Seis amigos vão ao cinema. São 3 rapazes e 3 moças. De quantas formas poderemos colocá-los dispostos numa mesma fila, em seis poltronas vizinhas, de modo que as três moças fiquem sempre juntas?

Resposta: Esse enunciado difere do anterior por um detalhe: é exigido que as três moças permaneçam juntas. Já é possível concluir, seguindo o raciocínio do exemplo anterior, que a questão será resolvida pelo caminho da Permutação. Em razão da exigência anunciada, usaremos um artifício: passaremos a considerar as pessoas que têm de estar sempre juntas como sendo uma única pessoa. Além disso, nesse exemplo, em vez de trabalharmos apenas com uma permutação, teremos que trabalhar com duas:

1ª Permutação) Para todo o conjunto de pessoas (observando o fato de que as três moças que são inseparáveis serão consideradas uma só). Com três homens e uma mulher (três inseparáveis = uma apenas), somamos um total de quatro pessoas. Permutando-as, teremos: P4 = 4! = 24 formações.

2ª Permutação) Para o conjunto dos elementos inseparáveis (as três moças): permutando as três mulheres, teremos: P3 = 3! = 6 formações.
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Esses dois resultados parciais (24 e 6), referentes ao conjunto inteiro e aos elementos inseparáveis, terão que ser agora multiplicados, para chegarmos ao resultado final. Teremos:  6x24= 144 
Exemplo 20: Seis amigos vão ao cinema. São 3 rapazes e 3 moças. De quantas formas poderemos colocá-los dispostos numa mesma fila, em seis poltronas vizinhas, de modo que os três rapazes fiquem sempre juntos e as três moças fiquem sempre juntas?
Resposta: A exigência cria dois subgrupos de elementos inseparáveis. Teremos:
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Podemos observar que a permutação para o conjunto completo foi apenas P2. Os três rapazes são considerados um só, e as três moças idem. É o artifício dos elementos inseparáveis. Não podemos esquecer dele. Compondo nosso resultado, teremos:

 6x6x2= 72 

Exemplo 21: Seis amigos vão ao cinema. São 3 rapazes e 3 moças. De quantas formas poderemos colocá-los dispostos numa mesma fila, em seis poltronas vizinhas, de modo que as três moças fiquem separadas?
Resposta: O enunciado exige que alguns elementos fiquem separados. Do total de formas possíveis de organizar os amigos (resposta do exemplo 18) subtraímos o número de formas pelas quais as moças ficarão sempre juntas (resposta do exemplo 19), o resultado que encontraremos é exatamente o que pede neste exemplo. Ou seja: 720 – 144 = 576 
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Exemplo 22: Seis amigos vão ao cinema. São 3 rapazes e 3 moças. De quantas formas poderemos colocá-los dispostos numa mesma fila, em seis poltronas vizinhas, de modo que rapazes e moças fiquem sempre alternados?
Resposta: Agora é o seguinte: rapaz sempre ao lado de moça, e vice-versa. Teremos duas situações possíveis:
 1ª situação: A fila começando com um rapaz na esquerda; e 
 2ª) A fila começando com uma moça na esquerda. 
Trabalhando a primeira situação possível, teremos: R M R M R M

Nesse caso, teremos os três rapazes permutando entre si, enquanto que o mesmo acontece em relação às moças.

Permutação dos rapazes: P3 = 3! = 3x2x1 = 6

Permutação das moças: P3 = 3! = 3x2x1 = 6
Compondo nosso resultado, para esta primeira situação, teremos: 6x6= 36
Ocorre que a questão não acaba aí, uma vez que já havíamos constatado que há outra possibilidade: a de que a fila comece com uma moça à esquerda (ao invés de um rapaz). Teremos: M R M R M R
Aqui novamente as três moças permutarão entre si, enquanto que os três rapazes também permutarão entre si. Faremos:
Permutação das moças: P3 = 3! = 3x2x1 = 6

Permutação dos rapazes: P3 = 3! = 3x2x1 = 6
Formando nosso resultado, para esta segunda situação, teremos: 6x6= 36
Finalmente, somando os resultados parciais (rapaz à esquerda e moça à esquerda), teremos: 36+36= 72 
Exemplo 23: Seis amigos vão ao cinema. São 3 rapazes e 3 moças De quantas formas poderemos colocá-los dispostos numa mesma fila, em seis poltronas vizinhas, de modo que somente as moças fiquem todas juntas?
O que se pede nesta questão (em razão palavra somente) é o número de maneiras diferentes em que as 3 moças fiquem sempre juntas enquanto que os 3 rapazes não fiquem todos juntos.
1ª Solução:

Assim, para que os três homens não fiquem todos juntos é necessário que as moças

fiquem juntas no meio da fila. Reparem que as moças não podem estar juntas nas pontas, pois assim os três homens ficariam juntos! Há duas situações possíveis para o posicionamento das moças:
1ª situação:
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2ª situação:
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Na primeira situação teremos os três rapazes permutando entre si, enquanto que o

mesmo se dá em relação às moças.

 Permutação dos rapazes: P3 = 3! = 3x2x1 = 6
 Permutação das moças: P3 = 3! = 3x2x1 = 6

Compondo nosso resultado, para esta primeira situação, teremos:6x6= 36
Da mesma forma, na segunda situação teremos os três rapazes permutando entre si, enquanto que o mesmo se dá em relação às moças.
Permutação dos rapazes: P3 = 3! = 3x2x1 = 6

Permutação das moças: P3 = 3! = 3x2x1 = 6

Compondo nosso resultado, para esta segunda situação, teremos: 6x6= 36
Finalmente, somando os resultados parciais teremos: 36+36= 72.
2ª solução:

Se do total de formas possíveis em que as mulheres ficam juntas (resposta do exemplo 19) subtrairmos o número de formas pelas quais os três rapazes fiquem sempre juntos e as três moças fiquem sempre juntas (resposta do exemplo 20), o resultado que encontraremos é o que se pede neste exemplo. Ou seja:
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Faremos, então: 144 – 72 = 72 
Exemplo 24: Um edifício tem 8 (oito) portas. De quantas formas uma pessoa poderá entrar no edifício e sair por uma porta diferente da que usou para entrar?

Resposta: Qual é o objetivo da questão? Fazer com que uma pessoa entre e saia de um edifício. Para tanto, disporá a pessoa de um total de oito portas. Ocorre que o enunciado determina que a porta de saída deverá ser diferente da porta de entrada. Precisamos escolher uma porta para entrar e uma para sair, de um total de oito portas.

Conjunto Universo: {Porta1, Porta2, Porta3, Porta4, Porta5, Porta6, Porta7, Porta8}

Subgrupo: Porta de entrada Porta de saída

1ª Pergunta) Os elementos do subgrupo podem ser iguais? Não. O enunciado estabelece que têm que ser diferentes. Conclusão: seguiremos pelo Arranjo ou Combinação.

2ª Pergunta) Arranjo ou Combinação?

 Vamos criar um resultado possível: Entrada: Porta 1 – Saída: Porta 2
 Devemos inverter a ordem do resultado criado: Entrada: Porta 2 – Saída: Porta 1

Comparando os resultados acima: Iguais ou diferentes? Diferentes

Logo, resolveremos por Arranjo. Ou resolver pelo Princípio da Contagem.

 1ª etapa) Escolha da porta de entrada: 8 resultados possíveis;

 2ª etapa) Escolha da porta de saída: 7 resultados possíveis.

Multiplicando-se os resultados individuais, teremos: 8 x 7 = 56.

Obs.: Você pode conferir que esse resultado é o mesmo que chegaríamos caso tivéssemos resolvido por Arranjo (A8,2 = 56).

Exemplo 25: Quantos são os anagramas possíveis com as letras: ABCDEFGHI? Resposta: P9=9!
Anagrama é uma formação qualquer que se possa criar com um determinado grupo de letras. Essa formação qualquer não precisa ser uma palavra, um vocábulo que conste no dicionário. Pode ser algo mesmo ininteligível. Contanto que seja formado por aquelas letras. Por exemplo: Anagramas formados com as letras da palavra SOL:

	SOL
	SLO
	OSL
	OLS
	LSO
	LOS


Perceba que, no anagrama, cada letra é utilizada uma só vez. Ou seja, se vamos criar anagramas com as letras da palavra SOL (3 letras), então todos os anagramas terão também 3 letras. Podemos calcular a quantidade de anagramas: 3! = 3.2.1 = 6.

Exemplo 26: Temos 5 homens e 6 mulheres. De quantas formas podemos formar uma comissão de 3 pessoas? 

Resposta: Conjunto universo: {5 homens, 6 mulheres}; Subgrupo: 3 pessoas. Os elementos do subgrupo podem ser iguais? Não! São pessoas, logo, têm que ser diferentes. Arranjo ou Combinação?

→ Um resultado possível: {João, Maria, José}

→ Invertendo: {José, Maria, João}

Pergunta: A comissão formada por João, Maria e José é diferente da formada por José, Maria e João? Não,são a mesma comissão. Logo o problemas pode ser resolvido por Combinação. De quantos em quantos? De 11 (total de elementos do conjunto universo) em 3 (total de elementos do subgrupo). Teremos:
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Exemplo 27: Quantos são os anagramas possíveis com as letras: ABCDEFGHI, começando por uma vogal e terminando por uma consoante?
Resposta: O artifício consistirá sempre nisso: trabalhar em separado as posições para as quais foi feita alguma exigência específica. Teremos:
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E quanto aos elementos do meio do anagrama? Faremos uma permutação com eles. Teremos:
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Finalmente, para chegarmos ao resultado final, multiplicaremos os resultados parciais. Teremos:  6x3xP7 = 6x3x7! 
Exemplo 28: Temos 7 cadeiras numeradas de 1 a 7, e desejamos escolher 4 lugares entre os existentes. De quantas formas isso pode ser feito?
[image: image37.emf]
O objetivo é formar subgrupos com quarto dessas cadeiras. Tem que ser cadeiras distintas. A resolução segue o Arranjo ou a Combinação?
→ Criando um resultado possível: {cadeira 1, cadeira 2, cadeira 3, cadeira 4}

 →Invertendo o resultado: {cadeira 4, cadeira 3, cadeira 2, cadeira 1}

Pergunta: o primeiro conjunto de cadeiras é diferente do segundo? Não! São exatamente iguais. Conclusão: usaremos com a Combinação.
[image: image38.emf]
Exemplo 29: Em um campeonato de futebol, participam 20 times. Quantos resultados são possíveis para os três primeiros lugares?

Resposta: Conjunto universo: {20 times}

Objetivo da questão: formar subgrupos de 3 times – os 3 primeiros colocados. Tem que ser times distintos? Claro! Não dá (infelizmente) para termos o Flamengo como primeiro, segundo e terceiro colocado do campeonato... Daí, os elementos do subgrupo terão que ser distintos. Usaremos Arranjo ou Combinação para resolver o problema?
→ Criando um resultado possível: {1º)Corinthians, 2º Flamengo), 3º) Fortaleza }

 →Invertendo: {1º) Fortaleza, 2º)Flamengo, 3º)Corinthians}

São resultados iguais? Não, logo trabalharemos com o Arranjo.
[image: image39.emf]
Ou poderemos utilizar o Princípio Multiplicativo:
→Número de possibilidades para o 1º colocado: 20

→Número de possibilidades para o 2º colocado: 19

→Número de possibilidades para o 3º colocado: 18

Multiplicando os resultados obtidos: 20 x 19 x 18 = 6840.

Exemplo 30: Uma prova consta de 15 questões, das quais o aluno deve resolver 10. De quantas formas ele poderá escolher as 10 questões?
Resposta: Conjunto universo: {15 questões}

O objetivo é selecionar um subgrupo de 10 questões. Lógico que tem ser questões diferentes! Logo, arranjo ou combinação?
→ Um resultado possível: {Q1, Q2, Q3, Q4, Q5, Q6, Q7, Q8, Q9, Q10}

→  Invertendo-se a ordem:{Q10, Q9, Q8, Q7, Q6, Q5, Q4, Q3, Q2, Q1}

São provas diferentes? Não. São iguais. Logo, resolveremos por Combinação.
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Exemplo 31: Uma linha ferroviária tem 16 estações. Quantos tipos de bilhetes devem ser impressos, se cada tipo deve assinalar a estação de partida e de chegada, respectivamente?
[image: image41.jpg]


Resposta:O conjunto universo é um grupo de 16 estações. O objetivo é formar um bilhete, que defina uma partida e uma chegada. Estação de partida e estação de chegada podem ser iguais? Não, tem que ser distintas. Trabalharemos com Arranjo ou Combinação?
→ Criando um resultado possível: 
[image: image42.emf]
→ Invertendo o resultado acima: 
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São bilhetes iguais? Não, são distintos. Vamos trabalhar com Arranjo.
→Número de possibilidades para a partida: 16

→Número de possibilidades para a chegada: 15

Multiplicando os resultados obtidos: 16 x 15 = 240

Exemplo 32: Em uma reunião social, cada pessoa cumprimentou todas as outras, havendo ao todo 45 apertos de mão. Quantas pessoas havia na reunião?  
Resposta: Primeiramente, vamos descobrir do que se trata. Há um conjunto maior (conjunto universo), formado pelas pessoas que estão participando de uma reunião. Dispondo desse conjunto de pessoas, formaremos grupos menores (subgrupos) de duas pessoas cada. Serão as pessoas que trocarão apertos de mão. (É de se supor que esses apertos de mão estão sendo trocados entre duas pessoas, obviamente).se os subgrupos são formados por duas pessoas que vão trocar um aperto de mão,também se deduz que essas pessoas têm que ser distintas. (Não se imagina ninguém cumprimentando a si mesmo com um aperto de mão). E chegamos à primeira conclusão: se os elementos dos subgrupos serão necessariamente distintos, trabalharemos ou com Arranjo ou com Combinação?Criemos um resultado possível: um aperto de mão entre o JOÃO e o JOSÉ. Invertamos esse resultado: um aperto de mão entre o JOSÉ e o JOÃO. É o mesmo resultado ou outro diferente? Claro que é o mesmo resultado. Concluímos que trabalharemos com Combinação.

Sabemos que os subgrupos são formados por dois elementos (p=2), mas e o conjunto universo? Conhecemos quantos elementos tem? Não. É isso o que a questão quer saber. Chamaremos esse número de X. E quanto a esse valor “45”, fornecido pelo enunciado? Será o resultado da Combinação, ou seja, é o número de “duplas” que poderão ser formadas, combinando as pessoas que estão naquela reunião.Teremos: Cx,2 = 45 .
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Sabendo que: Cx,2 = 45 , teremos:  
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Resolvendo a equação encontramos x = 10 e x = - 9. Como X representa um número de pessoas, jamais poderia ser um valor negativo. Desprezamos, portanto, o resultado X=-9, e concluímos que nossa resposta será X=10.
Exemplo 33: Há 4 estradas ligando as cidades A e B, e 3 estradas ligando as cidades B e C. De quantas maneiras distintas pode-se ir de A a C, passando por B? Resposta: Fazer as viagens de A a C pode ser considerado uma ação constituída de duas etapas sucessivas.
1ª) ir de A até B: temos 4 possibilidades

2ª) ir de B a C: para cada uma das possibilidades anteriores, há três maneiras de chegar a C, a partir de B.

Assim, pelo PFC, o resultado procurado é 4 x 3 = 12.
Exemplo 34: Com os algarismos 1,2,3,4,5 e 6, quantos números de três algarismos distintos podemos formar?
Resposta: Formar um número de três algarismos pode ser considerado uma ação constituída de três etapas sucessivas, a saber.

1ª) escolha do algarismo das centenas: temos 6 possibilidades;

2ª) escolha do algarismo das dezenas: como não pode haver repetição de algarismo, devemos ter um algarismo diferente do algarismo escolhido para a centena. Assim, há 5 possibilidades;

3ª) escolha do algarismo das unidades: devemos ter um algarismo diferente dos dois anteriores (centena e dezena). Assim, há apenas 4 possibilidades.

Pelo Principio fundamental da contagem (PFC), o resultado procurado é 6 x 5 x 4 = 120 números.
Exemplo 35: Uma prova consta de 10 questões do tipo V ou F. De quantas maneiras distintas ela pode ser resolvida?

Resposta: Resolver a prova representa uma ação constituída de 10 etapas sucessivas, que correspondem à resolução das 10 questões propostas. Para cada questão, há duas possibilidades de escolha de resposta: V ou F. 

1ª etapa: 2 maneiras de responder à 1ª questão;
2ª etapa: 2 maneiras de responder à 2ª questão;

.

.

.

10ª etapa: 2 maneiras de responder à 10ª questão

Logo, pelo PFC, o resultado procurado é : 2x2x2x2x2x2x2x2x2x2 = 210 = 1024

Exemplo 36: Quantos números de 3 algarismos podemos formar com os algarismos 0,1,2,3,4,5,6 e 7?
Resposta: 

· Algarismo das centenas: com exceção do zero, qualquer um dos algarismos dados pode ser escolhido, havendo, então, 7 possibilidades (obs.: se escolhermos o zero, o número a ser formado terá apenas 2 algarismos; por exemplo: 021 = 21).

· Algarismo das dezenas: não há restrição alguma, pode haver repetição de algarismos, logo há 8 possibilidades.

· Algarismo das unidades: há 8 possibilidades.

· Pelo PFC, o total de números é 7 x 8 x 8 = 448.

Exemplo 37: Quantos números ímpares de 3 algarismos distintos podemos formar com os algarismos 0,1,2,3,4,5,6 e 7?
Resposta: Um número é ímpar quando termina por algarismo ímpar.

· Algarismo das unidades: há 4 possibilidades de escolha (1,3,5 ou 7);

· Algarismo das centenas: há 6 possibilidades (devemos excluir o zero e o algarismo escolhido para as unidades);
· Algarismos das dezenas: há 6 possibilidades (devemos escolher um algarismo diferente dos algarismos escolhidos para a centena e unidade).

Temos: 6 x 6 x 4 = 144 números.

Exemplo 38: Vamos simplificar.

[image: image46.emf]a) 
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b) 
[image: image48.emf]Exemplo 39: Resolva a equação 
[image: image49.emf]
Resposta:

Resolvendo essa equação, encontramos n = 2 ou n = - 3. Apenas n = 2 garante a existência dos fatoriais acima.

Exemplo 40: O quadrangular final de um torneio mundial de basquete é disputado por quatro seleções: Brasil, Cuba, Rússia e EUA. De quantas maneiras distintas podemos ter os três primeiros colocados?
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Resposta: Um possível resultado é (Rússia, Brasil, EUA). Se trocarmos a ordem desses elementos, obteremos, entre outros: (Brasil, EUA, Rússia), que é um resultado diferente do anterior. Dessa forma, cada resultado do torneio é um arranjo das quatro equipes tomadas três a três.  
Se usarmos o PFC, chegaremos ao mesmo resultado: 

· 1º lugar: 4 possibilidades

· 2º lugar: 3 possibilidades

· 3º lugar: 2 possibilidades

Logo: 4 x 3 x 2 = 24.

Exemplo 41: Escrever todos os anagramas da palavra SOL. Quantos são?

Resposta: 
SOL, SLO, OSL, OLS, LOS, LSO.

                      3! = 3 x 2 x 1 = 6 anagramas.
Exemplo 42: Uma classe tem 15 alunos, sendo 9 meninos e 6 meninas.

a) Quantas comissões de dois meninos e duas meninas podem ser formadas?

Resposta: O número de maneiras de escolher os meninos é C9,2 = 36.

                  O número de maneiras de escolher as meninas é C6,2 = 15.

                  Pelo PFC, o resultado procurado é C9,2 x C6,2 = 36 x 15 = 540.
b) Quantas comissões de quatro alunos têm pelo menos um menino?

Resposta: 

O número total de comissões de quatro alunos, sem nenhuma restrição, é C15,4 = 1365.

          O número de comissões em que não aparecem meninos é C6,4 = 15, pois as vagas na comissão serão preenchidas pelas meninas.

          Assim sendo, a diferença C15, 4 – C6, 4 = 1365 – 15 = 1350, fornece o número de comissões em que há pelo menos um menino.
Exemplo 43: Marcam-se cinco pontos sobre uma reta r. Sobre outra reta s, paralela a r, marcam–se mais quatro pontos. Quantos triângulos podem ser formados com vértices em três quaisquer desses pontos?
[image: image51.emf]
Resposta: Para construirmos um triângulo não importa a ordem dos pontos escolhidos. Por exemplo: (A, B, C) e (B, C, A) determinam o mesmo triângulo. Podemos construir um triângulo se escolhermos:

1º caso: dois pontos da reta r ( C5,2 = 10  ) e um ponto de s (  C4,1 = 4 ). Pelo PFC, há 10 x 4 = 40 possibilidades.

2º caso: um ponto da reta r ( C5,1 = 5  ) e dois pontos de s (  C4,2 = 6 ). Pelo PFC, há 5 x 6 = 30 possibilidades.

Logo, o número total de triângulos que podem ser construídos é 40 + 30 = 70.
Exemplo 44: Encontrar o número de anagramas formados a partir de
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a) SAMBA

Resposta: São 5 letras ao todo, e a letra A aparece 2 vezes. Então:

b) EDIFÍCIO
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Resposta: São 8 letras ao todo e a letra i aparece 3 vezes (Desconsidere o acento gráfico). Então:  
[image: image54.emf]c) APOSENTADO

Resposta: São 10 letras, das quais 2 são iguais a A e 2 são iguais a O. Então: 
[image: image55.emf]d) SOSSEGADO
Resposta: São 9 letras, das quais 3 são iguais a S e 2 são iguais a O. Então: 
e) RODOVIÁRIA 

[image: image56.emf]Resposta: São 10 letras, das quais 2 são iguais a R, 2 iguais a O, 2 iguais a A e 2 iguais a I. Então: 
Exemplo 45: Em uma sala de aula com 20 alunos, quantas comissões de 3 alunos podemos formar?
[image: image57.emf]
Resposta: 

[image: image58.emf]Exemplo 46: Quantos segmentos de reta ficam determinados por 4 pontos de uma circunferência? Resposta:

Exemplo 47: Num grupo de 15 pessoas, 5 são do sexo masculino. De quantas maneiras podemos formar comissões de 8 pessoas de modo que

a) nenhuma pessoa seja do sexo masculino?

[image: image59.emf]Resposta:

b)Nenhuma pessoa seja do sexo feminino?

Impossível.
c) todas as pessoas do sexo masculino participem da comissão?

[image: image60.emf]Resposta:

d) metade das pessoas da comissão sejam do sexo feminino?

[image: image61.emf]
Resposta:

[image: image62.emf]Exemplo 48: Quantas são as maneiras que um cientista pode escolher pelo menos duas cobaias, num grupo de seis cobaias?
Resposta:

Exemplo 49:Com relação à palavra BONITA.

a) quantos anagramas existem?

Resposta: P6 = 6! = 720

b) Quantos anagramas começam por B?

Resposta: P5 = 5! = 120

c) Quantos anagramas começam pela sílaba BO?

Resposta: P4 = 4! = 24.

d) Quantos anagramas começam e terminam por vogal?

Resposta:[image: image63.emf]
Exemplo 50: Em uma estante temos 4 livros de Matemática de autores diferentes, o mesmo acontecendo com 3 livros de Física e 2 livros de Química. De quantos modos diferentes podemos.

a) dispor esses livros na estante?

Resposta:    P9= 9! = 362880
b) dispor esses livros, de modo que os livros de Matemática permaneçam sempre juntos?
Resposta:  M1M2M3M4 __ __ __ __ __    P4 x P6 = 24 x 720 = 17280

c) dispor esses livros, de modo que os livros de Física permaneçam sempre juntos?

Resposta: F1F2F3 __ __ __ __ __ __  P3 x P7 = 6 x 5040 = 30240

d) dispor esses livros, de modo que os livros de uma mesma matéria permaneçam sempre juntos?

Resposta:   M1M2M3M4 F1F2F3 Q1Q2 =   P3 x P4 x P3 x P2 = 6 x 24 x 6 x 2 = 1 
Exercícios
1. O candidato a um concurso tem 8 regiões possíveis para o candidato concorrer e 4 áreas possíveis em cada região. De quantos modos ele pode fazer a inscrição?
2. Uma moça possui 10 blusas, 8 saias e 4 sapatos. De quantos modos ela pode se vestir?
3. Quantos números de 3 algarismos podem ser formados no sistema decimal?
4. Quantos números pares de três algarismos podem ser formados com os algarismos 1, 3, 5, 6, 8, 9?
5. Quantos números de três algarismos distintos podem ser formados com os algarismos 1, 3, 5, 6, 8, 9?
6. Quantos números pares de três algarismos distintos podem ser formados com os algarismos 1, 3, 5, 6, 8, 9?
7. Existem 3 linhas de ônibus ligando a cidade A à cidade B e 4 outras linhas ligando a cidade B à cidade C. Uma pessoa deseja viajar de A a C, passando por B. Quantas linhas de ônibus diferentes poderá utilizar na viagem de ida e volta, sem usar duas vezes a mesma linha?
8. Se um quarto tem 5 portas, o número de maneiras de se entrar nele e sair por uma

porta diferente é:  a. 5  b. 10  c. 15  d. 20  e. 30
9. Calcule:

a. 3! =

b. 4! =

c. 5! =

d. 7! =
10. Quantos números de três algarismos distintos podemos formar com os algarismos significativos?
11. Seis pessoas querem se sentar em um ônibus com 20 lugares desocupados. De

quantas maneiras elas poderão se acomodar?
12. Quantos anagramas possui a palavra AMOR?
13. Quantos anagramas possui a palavra FISCAL?
14. Quantos anagramas possui a palavra TRIBUNAL?
15. Quantos anagramas possui a palavra ARARA?
16. Quantos anagramas possui a palavra INTERNET?
17. Quantas linhas possui a tabela-verdade de uma proposição composta por n átomos?
18. Quantas valorações distintas podemos ter para proposições compostas por n proposições simples?
19. De quantos modos 4 pessoas podem se sentar em 4 cadeiras em fila?
20. Calcule:
[image: image64.emf]
a.  

[image: image65.emf]
b. 

21. Com cinco alunos, quantas comissões de três alunos podemos formar?
22. De quantos modos podemos escolher 2 objetos em um grupo de 6 objetos distintos?
23. (F.G.V.) Uma empresa tem 3 diretores e 5 gerentes. Quantas comissões de 5 pessoas podem ser formadas contendo 2 diretores e 3 gerentes?
24. Quantas saladas de frutas diferentes podemos formar com 5 frutas, se possuo 8

frutas distintas?
25- Apesar de todos os caminhos levarem a Roma, eles passam por diversos lugares antes. Considerando-se que existem três caminhos a seguir quando se deseja ir da cidade A para a cidade B, e que existem mais cinco opções da cidade B para Roma, qual a quantidade de caminhos que se pode tomar para ir de A até Roma, passando necessariamente por B?

a) Oito

b) Dez

c) Quinze

d) Dezesseis

e) Vinte
26- Determine o número de anagramas formados a partir de 
a) MALA

b) CORRER

c) AMIGA

d) CASSINO

e) RODOVIA

f) ALUNO
27- Permutando-se os algarismos 3, 2, 3, 4, 4 e 5, quantos números de 6 algarismos podemos formar?

28- Quantos anagramas da palavra AMAZONAS começam por consoante?
29- Em quantos anagramas da palavra EQUADOR as letras Q, U, A, mantêm-se juntas?
30- Quantos são os anagramas da palavra REAL?
31- Quantos números pares de três algarismos distintos podemos formar, utilizando apenas os algarismos 1,2,3,4 e 5?

32- Utilizando apenas os algarismos 0, 1, 3, 4, 5 e 6, quantos números de três algarismos distintos podemos formar? Dentre eles, quantos são divisíveis por 5?

33- Quantos números de quatro algarismos podemos formar nos quais o algarismo 2 aparece ao menos uma vez?
34- Com os dígitos 1,2,3,4,6 e 8, podem-se formar x números ímpares, com três algarismos distintos cada um. Determine x.

35- As placas de automóveis são formadas por 3 letras e 4 algarismos. Quantas placas podemos fazer, utilizando apenas as vogais e os algarismos pares?

36- De quantos modos diferentes podemos dispor 5 alunos em fila indiana?

37- Uma pessoa 5 camisas, 3 calças e 2 pares de sapatos. Usando apenas essas peças, de quantas maneiras diferentes essa pessoa pode se vestir?

38- Um tabuleiro especial de xadrez possui 16 casas dispostas em 4 linhas e colunas. Um jogador deseja colocar 4 peças no tabuleiro, de tal forma que, em cada linha e cada coluna, seja colocada apenas uma peça. De quantas maneiras as 4 peças poderão ser colocadas?
39- De quantos modos pode-se pintar as faces laterais de uma pirâmide pentagonal regular, utilizando-se oito cores diferentes, sendo cada face de uma única cor?

40- Quantos números entre 1000 e 8000, podemos formar com os algarismos ímpares, sem os repetir?

41- Sobre uma circunferência tomam-se 7 pontos distintos. Calcule o número de polígonos convexos que se pode obter com vértices nos pontos dados?

42- Considere, num plano, 10 pontos distintos entre si. Suponha que 4 desses pontos pertençam a uma mesma reta e que 2 quaisquer dos demais não estejam alinhados com nenhum dos pontos restantes. Calcule o número de retas determinadas por esses 10 pontos.
43- Permutando-se os algarismos 2,4,6 e 8, formamos números. Dispondo-se esses números em ordem crescente, qual o número que ocupa a 22ª posição?

44- Considere os números obtidos do número 12345, efetuando todas as permutações de seus algarismos. Colocando esses números em ordem crescente, qual o lugar ocupado pelo número 43521?

45- Sete tijolos, cada um de uma cor, são empilhados. De quantos modos se pode fazer isto, de forma que o verde e o amarelo estejam sempre juntos?
46- Se uma sala tem 8 portas, então o número de maneiras distintas de se entrar nela e sair da mesma por uma porta diferente é (  )8 (  )16  (  )40  (  )56 (  )nda

47- Quantos números de 4 algarismos diferentes têm o algarismo da unidade de milhar igual a 3?
48- Quatro rapazes e uma moça formam uma fila. De quantas maneiras esta fila pode ser formada, de modo que a moça fique sempre em 1º lugar?
49- Numa estante existem 3 livros de História, 3 de Matemática e 1 de Geografia. Se escolhermos deixar sempre um livro de História em cada extremidade, de quantas maneiras pode-se arrumar esses 7 livros?
50- Uma empresa tem 3 diretores e 5 gerentes. Quantas comissões de 5 pessoas podem ser formadas, contendo no mínimo um diretor?

51-Considere como um único conjunto as 8 crianças – 4 meninos e 4 meninas – personagens da tirinha. A partir desse conjunto, podem-se formar n grupos, não vazios, que apresentam um número igual de meninos e de meninas.

[image: image66.emf]O maior valor de n é equivalente a:

(A) 45

(B) 56
  
(C) 69

(D) 81

Respostas;

1- 32
2- 320

3- 900

4- 72

5- 120

6- 40

7- 72

8- letra d (20)

9- a) 6   b) 24  c) 120  d) 720
10. 504

[image: image67.emf]
11.           =  20 x 19 x 18 x 17 x 16 x 15 = 27.907.200
12. 24

13. 720 anagramas

14. 40320 

15. 10

16. 5040

17.  2 n

[image: image68.emf]
18.  

19. 24

20. a. 10       b. 35

21. 10

22. 15

23. 30

24. 56
25- letra c

26- a) 12   b) 120   c) 60   d) 2520   e) 2520   f) 120.

27- 180.
28- 3360.

29- 720
30-  24

31- 24

32- 100  e 36

33- 3168

34- 40

35- 78125
36- 120

37- 30

38- 576
39- 6720

40- 96

41- 99

42- 40

43- 8462
44- 89ª

45- 1440

46- 56

47- 504
48- 24

49- 720

50- 55

51- letra c (TOTAL = 16 + 36+ 16 + 1 = 69

1) 1 menina (dentre as 4 que temos) + 1 menino (dentre os 4 que temos) 

C4,1 x C4,1= 16

2) 2 meninas (dentre as 4 que temos) + 2 meninos (dentre os 4 que temos)
C4,2 x C4,2 =36


3) 3 meninas (dentre as 4 que temos) + 3 meninos (dentre os 4 que temos)
C4,3 x C4,3 =  16

 
4) 4 meninas (ou seja, todas) + 4 meninos (ou seja, todos)
C4,4 x C4,4 = 1

AVALIAÇÃO C1
Esta avaliação corresponde a 50% da nota do terceiro módulo. 

Nome do (a) cursista: __________________________________________________

1ª. Questão:

Um professor deu a seus alunos uma folha de papel sulfite com um desenho parecido com nossa bandeira, isto é, um retângulo, com um losango desenhado no seu interior, um círculo no interior do losango, um pentágono no interior do círculo e um triângulo no interior do pentágono. Pediu a seus alunos que pintassem cada uma das figuras de cores diferentes das já utilizadas. De quantas formas distintas a tarefa poderá ser realizada se o professor estipulou que só poderiam ser usadas as cores: azul, vermelho, verde, amarelo, marrom, cinza, rosa ou preto?

2ª. Questão:

 Considere todos os anagramas que podem ser formados com as letras da palavra FABIO.
a) Qual o total deles?

b) Quantos terminam por vogal e começam por consoante?

c) Quantos têm as vogais juntas?

d) Quantos possuem as letras FA juntas?

3ª. Questão:

De quantas formas 3 pessoas podem sentar-se ao redor de uma mesa circular? (Obs. Para obter uma nova forma, pelo menos uma das pessoas deve ter ao menos um dos vizinhos diferentes, e não mudar de cadeira simplesmente).
4ª. Questão:

 Numa classe temos 15 meninas e 10 meninos. 

a)Quantas comissões de 5 estudantes podem ser formadas de modo que cada comissão tenha no mínimo 3 meninas?

b)E se quiséssemos que as comissões tivessem pelo menos uma menina?
5ª. Questão:

Se uma pessoa utiliza exatamente 5 segundos para escrever cada anagrama da palavra PAPAGAIO, quanto tempo levará para escrever todos os possíveis anagramas, se não parar para descansar?

6ª. Questão:
 Numa festa, cada pessoa cumprimentou todas as outras, havendo ao todo 435 apertos de mão. Quantas pessoas havia na festa?
7ª. Questão:

Dados 5 pontos em uma circunferência, quantos triângulos eles determinam?

8ª. Questão:

Uma professora do pré tem 16 crianças, sendo 8 meninas. De quantas maneiras a professora pode organizar essas crianças:

a) em fila indiana para uma caminhada?

b) Em roda para uma brincadeira?

c) Em fila indiana se pretende alternar meninos e meninas?

9ª. Questão:

Quantas placas de automóveis podemos obter, considerando que elas têm 3 letras e 4 dígitos?
10ª. Questão:

Dispondo-se de abacaxi, acerola, goiaba, laranja, maçã, mamão e melão, calcule de quantos sabores diferentes pode-se preparar um suco, usando-se três frutas distintas.
AVALIAÇÃO C2

Esta avaliação corresponde a 50% da nota do terceiro módulo. 

Nome do (a) cursista: __________________________________________________

1ª. Questão:

Ao chegar ao centro da cidade, um empregado de uma pequena empresa de consultoria notou que o cheque que havia trazido tinha sido roubado. Rapidamente se dirigiu à agência bancária e solicitou ao gerente que não efetuasse o pagamento desse cheque. Nervoso, não se lembrava do valor do cheque. Recordava somente que o cheque era para o pagamento de três trabalhadores que haviam feito um serviço para a empresa. Eles haviam pedido que fosse feito um único cheque com a soma dos três valores. O empregado também sabia que o valor do cheque era formado por três algarismos diferentes (era um valor exato). Não tinha certeza de quais dos três algarismos entre 2,3,4 e 5 faziam parte do valor do cheque. Como não conseguiam se comunicar com a empresa, o gerente decidiu sustar todos os cheques que chegassem aos caixas do banco cujo valor pudesse ser o do cheque roubado. Quantos cheques o gerente teve de mandar sustar?

2ª. Questão:

Um mapa de três países deve ser colorido com uma cor diferente para cada país. Se temos 6 cores, de quantos modos pode o mapa ser pintado?
3ª. Questão:

A testemunha de uma colisão entre dois automóveis recorda na ordem correta os quatro algarismos da placa do automóvel que fugiu do local, mas não se lembra das três letras. Quantas placas devem ser investigadas pela polícia?

4ª. Questão:

Quantos anagramas das letras da palavra CAMINHO começam por vogal?

5ª. Questão:

Numa prova de Matemática foi proposta a seguinte questão: “Com os primeiros nove números inteiros positivos, quantas somas de três parcelas distintas podemos obter?”

Um aluno deu a resposta 84 e outro, a resposta 504. Qual deles acertou? Por quê?

6ª. Questão:

 Num salão de baile há 6 moças e 6 rapazes.

a) De quantos modos distintos podemos formar um casal para dançar?

b) De quantos modos podemos formar uma comissão com 3 rapazes e 2 moças para pedir músicas à orquestra?
7ª. Questão:
Quantos números de 3 dígitos distintos podem ser formados com os algarismos 1, 3, 4, 5, 6, 7, 8 e 9?

8ª. Questão:

Quantos números naturais pares de 2 algarismos podemos formar utilizando os algarismos 2,4,5 e 6?

[image: image69.emf]9ª. Questão:

Na figura, r//s.    
a) Quantos triângulos podem ser construídos com vértices em três quaisquer desses pontos? 

b) Quantos quadriláteros podem ser construídos com vértices em quatro desses pontos?

10ª. Questão:

Uma senhora idosa foi retirar dinheiro em um caixa automático, mas se esqueceu da senha. Lembrava que não havia o algarismo 0 (zero), que o primeiro algarismo era 8, o segundo era par, o terceiro era menor que 5 e o quarto e último era ímpar. Qual o maior número de tentativas que ela pode fazer no intuito de acerta a senha?
a) 13     b) 60    c) 75   d) 78    e) 80
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[image: image76.png]b) Quantas comissoes de quatro alunos tém pelo menos um menino?
O ntmero total de comissdes de quatro alunos, sem nenhuma restricao, é Ciz s
O ntimero de comissées em que nao aparecem meninos é C; ,, POis as vagas na comis
serao preenchidas pelas meninas.

Dessa forma, a diferenca:

Gy =G, o= 1365~ 15=1350

fornece o nimero de comissdes em que ha pelo menos um menino.

(e :

33[’ MATEMATICA: CIENCIA E APLICAGOES

Marcam-se cinco pontos sobre uma reta r. Sobre outra reta s, paralela a r, marcam-l
mais quatro pontos. Quantos triangulos podem ser formados com vértices em trés qua{
quer desses pontos? |

Observando a figura, verificamos que para construirmos um triangulo nao import%
ordem dos pontos escolhidos, pois, por exemplo, {A, B, C} e {8, C, A} determinam o mesn
trigngulo. 3

Por outro lado, podemos construir um tridangulo se escolhermos: |

19 caso: |
1
dois pontos de r e um ponto de s i
—— e G ‘
G, , = 10 possibilidades C,, = 4 possibilidades

Pelo PFC, hd 10 x 4 = 40 possibilidades

22 caso:
um ponto de r e dois pontos de s
SoAbd e ) M
G, = 5 possibilidades C, , = 6 possibilidades

Pelo PFC, ha 5 x 6 = 30 possibilidades.
Dessa forma, o nimero total de triangulos que podem ser construfdos é 40 + 30 =




[image: image77.wmf]6

)!

1

(

)!

1

(

=

-

+

n

n

[image: image78.wmf]24

!

1

!

4

)!

3

4

(

!

4

3

4

=

=

-

=

A

x

[image: image79.wmf]60

!

2

!

5

2

5

=

=

P

[image: image80.wmf].

6720

!

3

!

8

3

8

=

=

P

[image: image81.wmf]907200

!

2

!

2

!

10

2

,

2

10

=

=

P

[image: image82.wmf]226800

!

2

!

2

!

2

!

2

!

10

2

,

2

,

2

,

2

10

=

=

P

[image: image83.wmf]30240

!

2

!

3

!

9

2

,

3

9

=

=

P

[image: image84.wmf]1140

!

3

18

.

19

.

20

3

20

=

=

C

[image: image85.jpg]99 Resolva a equagio C, ,_,+C, ,=06.

100 Resolva a equagio C,, , — A, , = 25.

- (UCDB-MT) Uma mulher possui 10 pares de sapatos, todos diferentes. De

quantas formas ela pode selecionar 2 sapatos, sem que eles sejam do mes-

mo par?

Responda:

a) Qual é o nimero de pe¢as de um
jogo de dominé comum (nime-
ros de 0 a 6)?

b) Qual é o numero de pecas de um
jogo de dominé especial cujos ni-
meros vao de 0 a 8

Tomam-se 10 pontos sobre uma circunferéncia.

5
=
>
=3
<
=
3
o
-
9
&
o
5
=
=
(o]

a) Quantos segmentos podem ser construidos com extremidades em dois

quaisquer desses pontos?

b) Quantos tridngulos podem ser construidos com vértices nesses pontos?

Na figura, r // s.

a) Quantos tridngulos podem ser
construidos com vértices em trés
quaisquer desses pontos?

b) Quantos quadrildteros podem ser
construidos com vértices em qua-
tro quaisquer desses pontos?

(U. F. Pelotas-RS) Uma associagio, pa-
ra realizar um bingo beneficente, soli-
citou a confec¢io de uma série
completa de cartelas com 10 nimeros
cada uma, sem repeti¢do, sendo
utilizados nimeros de 1 a 15. Calcule
quantas cartelas foram confeccionadas.

Observacdo: Uma cartela difere de

outra apenas pelos niimeros que nela
constam.

ANALISE COMBINATORIA 33 3
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[image: image91.jpg]16.Utilizando as letras A, B, C, D, E e F, quantos anagramas, contendo
4 dessas letras distintas, podemos formar?

12 resolucao: 2° resolugéo:

s o

_8
6:5:4-3 =360 A= 5

a7

=6-5-4.3=360

Resposta: 360 anagramas.

17. Determine o valor de x:

alA =90

Xl
x=21

X(x=1)(x—2)!

{ (x=2)!

| 10
X —x-90=0 <
—9 (n@o convém)
=10

Resposta: x

90

=90

(x—=3)! %—
(x=2)!

s o

(x=3)!

(x=2x-3)! _
x—an 2

Xi— 2= Bync =7

presidente e o tesoureiro de uma firma entre os seus 10 s6cios?

A - 10 _10-9-8.7
037 (10— 23)! 7

i 18. De quantos modos podem ser escolhidos o presidente, o vice-
gj =10-9-8 =720
|

19. Calcule o valor de:
aAP,-3:P,+2-A,

24-3.2+2.42=24-6+84 =102

20.

21.

22,

Quantos s&o os anagramas da palavra REAL?
P,=41=4.3.2.1=24

Com relacao a palavra BONITA:
a) quantos anagramas existem?
P, =6l =720

b) quantos anagramas comegam por B?

¢) quantos anagramas comegam pela silaba BO?
BO

P, =4l =24

d) quantos anagramas comecam e terminam por voga!?

0O __ A AL Tok = [eaa LN
g oy AN i
2P 258 2.p

4

Resposta.z-P_+2-P:+2-Pb,:6 24 =144

Em uma estante temos 4 livros de Matematica de autors
rentes, o mesmo acontecendo com 3 livros de Fisica e 2 '
Quimica. De quantos modos diferentes podemos:

a) dispor esses livros nessa estante?

P, = 91 = 362880

b) dispor esses livros, de modo que os livros de Matemzan
manegam sempre juntos?

,,,,, P,- P, =24-720 = 17280

c) dispor esses livros, de modo que os livros de Fisica ne-
¢am sempre juntos?

,7,, P, P,=6.5040= 30240

d) dispor esses livros, de modo que os livros de uma ™
matéria permanecam sempre juntos?

ofo‘, P,.P,.P,.P,=6-24-6-24
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