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Unidade 1- Conjuntos

As seguintes convengdes serdo usadas na teoria dos conjuntos.

a) Os conjuntos serao indicados por letras mailsculas do nosso alfabeto.

Exemplos: A, B, C, ...
b) Os elementos serédo indicados por letras mindsculas do nosso alfabeto.

Exemplos: a, b, c, ...
c) Pertinéncia: quando se quer dizer que um elemento pertence a um conjunto,
utiliza-se €, que é lido como “pertence a”. O simbolo ¢ é a negacao do simbolo de
pertinéncia, portanto é lido como “nao pertence a”.
d) Inclusédo: quando se quer dizer que um conjunto € subconjunto de outro usamos o

simbolo C, Ié-se “esta contido”; tendo como negagéo ¢ (nédo esta contido).

Obs.: Dizemos que um conjunto A é subconjunto de um conjunto B quando todo
elemento de A pertence ao conjunto B. Exemplos:

A={ 1,2, 3} é subconjunto de B={ 1,2,3,4,5}
C={ x/x é capital brasileira} é subconjunto de D = { x/x é cidade do Brasil }

1.1- Notacao de conjuntos
Os conjuntos podem ser representados de trés maneiras:
I- Representacao Tabular ( por Extensao)
Consiste em citar os elementos do conjunto separados por virgulas e entre
chaves. Exemplos:
a) A={a,e,,o,u}
b) B={0,2,4,6,8, ...}
c) C={1,3,5709,..}
d D={2,3,57,11, ..}
e) E={Lua}

lI- Representacdo Através de uma Propriedade Comum a Todos os Elementos do
Conjunto (por Compreensao)
a) A = { x/x é vogal}

b) B = { x/x é niUmero par}
c) C ={ x/x é nUmero impar}
d) D = { x/x é namero primo}

e) E = { x/x é satélite natural da Terra }



lll- Representacdo Gréfica ( por Diagramas de Euler - Venn)

1.2- Tipos de Conjuntos

I- Conjunto Unitério: possui um Unico elemento.
Exemplos:

a)A={2}

b) B = { x/x é capital do Brasil }

c)C={x/x+1=4}

[I- Conjunto Vazio: ndo possui elementos e pode ser representado por { } ou &.
Exemplos:
a)A={}

b) B = { x/x € nUmero natural menor do que zero}

[1I- Conjunto Finito: possui um numero finito de elementos.
Exemplos:

a)A={1,23,4}

b) B = { x/x é Estado Brasileiro}

c) C ={ x/x € numero natural maior que 1 e menor que 7 }

IV- Conjunto Infinito: possui uma infinidade de elementos.
Exemplos:
a)A={123,4,..}

b) B = { x/x € nUmero impar }

V- Conjunto Universo: possui todos os elementos de acordo com o que estamos
trabalhando, pode ser representado pela letra maiuscula U.
Exemplos:

Uu={a,b,cd, ..z
u={.,-3,-2,-1,0. +1, +2, + 3, ...}

U = { x/x é namero inteiro}



VI- Conjuntos Disjuntos: ndo possuem nenhum elemento em comum. A intersecéo é
0 conjunto vazio.

Exemplos:

A = {x/x € numero par} e B = {x/x é numero impar }

C={1,2,3leD={4,5}

VII- Subconjunto: um conjunto € subconjunto de outro quando todos o0s seus
elementos estdo contidos no outro conjunto.
Exemplos:

A={2,3} e B= {X)xénumeronatural} - A c B

C={a,e,i}eD={x/xévogal} - C c D

Simbologia:

c — esta contido

¢ — nao esta contido
D — contém

? — nao contém

Obs.: O conjunto vazio é subconjunto de qualquer conjunto.

1.3- Operacdes com Conjuntos
I- Unido “U”

Dados dois conjuntos A e B, a unido de A com B € o conjunto formado pelos
elementos pertencentes ao conjunto A ou ao conjunto B.

Simbolicamente: AUB ={x/xe Aoux € B}.

AUB

lI- Intersegcéo “N”

Dados dois conjuntos A e B, a intersecdo de A com B é o conjunto formado
pelos elementos que pertencem ao conjunto A e ao conjunto B, ou seja, é o conjunto
formado pelos elementos comuns aos dois conjuntos.

Simbolicamente: ANB={xIxe AexeB}.



[1I- Diferenca

Dados dois conjuntos A e B, a diferenca entre A e B é o conjunto formado
pelos elementos de A que ndo pertencem a B.

Simbolicamente: A-B={xx€Aex€B]
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Observacoes:

)A-B#B-A

ii) Se B CA,entdéo A-B = Ci (Complementar de B em relagéo a A)
ii)ANG=0 ANA=A ANB=BNA

iV AUG=A AUA=A AUB=BUA

v)n(A UB)=n(A) + n(B) —-n(ANB)

n(A U B) = numero de elementos de AU B
n(A) = numero de elementos de A
n(B) = numero de elementos de B

n (A N B) =numero de elementos de A n B.

Exemplos:



Dados os conjuntos A ={1,2,3,4,5} e B ={3,5,7,9}, determine.

a) AnB={3,5}

b) AUB={1,2, 34,5, 7,9
c) A-B ={1,2, 4}

d B-A ={7,9)

1.4- Resolucao de Problemas

1) Numa pesquisa realizada, verificou-se que, das pessoas consultadas: 100 liam o
jornal A, 150 liam o jornal B, 20 liam os dois jornais ( A e B) e 110 né&o lia nenhum
dos jornais. Quantas pessoas foram consultadas?

Solucéo:

Resposta: 80 + 20 + 130 + 110 = 340 pessoas foram consultadas.

\_/

Mao leem = 110

2) Dados A = {a,b,c,d), B ={c,d,e,f} e C = {e,f,g,h}, analise os itens abaixo e assinale
o0 correto, sabendo que os simbolos U e N significam unido e intersecao,
respectivamente.

A)(ANB)UC={a,b,c,d,e}

B) (AUB)NC ={b,d}

C)BNC)UA={ab,cde,f} (x) CORRETO

D)AU(BUC)={ }

3) Inscreveram-se num concurso publico 700 candidatos para 3 cargos - um de nivel
superior, um de nivel médio e um de nivel fundamental. E permitido aos candidatos
efetuarem uma inscricdo para nivel superior e uma para nivel médio. Os candidatos
ao nivel fundamental somente podem efetuar uma inscricdo. Sabe-se que 13% dos

candidatos de nivel superior efetuaram 2 inscricbes. Dos candidatos de nivel médio,



111 candidatos efetuaram uma soé inscri¢cdo, correspondendo a 74% dos candidatos
desse nivel. Qual é entdo o niumero de candidatos ao nivel fundamental?

Solucgéo:

Sejam: M o numero de candidatos de nivel médio; SNM o numero de candidatos aos
niveis superior e médio; S o numero de candidatos ao nivel superior; F numero de
candidatos ao nivel fundamental.

Da Matematica Financeira sabemos que: 74% = 74/100 = 0,74 e 13% = 13/100 =
0,13.

Entdo, 0,74M = 111, segue que, M =111/0,74 = 150 e SNM=150 - 111 = 39. Assim,
0,13S = 39, implicando em S = 39/ 0,13 = 300 . Observe o diagrama de Venn com a

guantidade de elementos.

S M F

261 ?

Temos: 150 - 39 = 261. Logo, 261 + 39 + 111 + F = 700. Consequentemente, F =
700 — 411 = 289.

4)(PUC) Um levantamento socioecondmico entre os habitantes de uma cidade
revelou que,exatamente:17% tém casa propria; 22% tém automovel; 8% tém casa
propria e automével. Qual o percentual dos que ndo tém casa propria nem
automovel?
Solucéo:

Com base nos dados, fazemos um diagrama de Venn-Euler, colocando a
guantidade de elementos dos conjuntos, comecando sempre pelo namero de

elementos da intersecao.



Como a soma das parcelas percentuais resulta em 100%, entdo 9% + 8% +
14% + x = 100 %.
Dai, vem que 31% + x = 100%. Logo, o percentual dos que ndo tém casa

prépria nem automovel é x = 100% — 31% = 69%.

5) Em uma classe de 150 alunos, 80 gostam de matematica, e 30 de fisica, sabendo
gue 10 gostam de fisica e matematica, quanto ndo gostam nem de fisica e nem de
matematica?

Solucéo:

Neste tipo de exercicio, a resolucao fica mais facil e rapida utilizando o diagrama de
Venn, que sdo representados por circulos conforme exemplos anteriores, mas antes
vale a pena descrever e encontrar algumas informacfes que o exercicio nos fornece
que é:

Total de alunos = 150
Gostam de matematica = 80
Gostam de fisica = 30

Gostam de fisica e matematica = 10
Assim temos:

Gostam somente de

L. Gostam somente de
matematica

Fisica

Gostam de matematica
E Fisica



Como vemos na representacao acima, 70 alunos gostam somente de
matematica, outros 20 somente de fisica e ainda outros 10 que gostam de ambas,
realizando a soma desses trés conjuntos de alunos temos o seguinte: 70+20+10 =

100. Ou seja, desses 150 alunos, 100 gostam de fisica, de matematica ou de ambas
as disciplinas, agora fazendo a seguinte conta 150 — 100, concluimos que 50 alunos
ndo gostam nem de fisica nem de matematica.

Desta forma, o total de alunos que ndo gostam nem de fisica e nem de matematica,

é 50.

6) Encontre o resultado de (A—B) N C ,sendo A={2,4,6}, B={1, 2,3,4,5}e
C={2,5,6,7, 10}

Solugéo:

A-B={6}

{6}N{2,5,6,7,10}={6}

7) Sabe-se que 35 estudantes estrangeiros vieram ao Brasil. 16 visitaram Manaus;
16 visitaram S&o Paulo e 11, Salvador. Desses estudantes, 5 visitaram Manaus e
Salvador e, desses 5, 3 visitaram também S&o Paulo. O nimero de estudantes que

visitaram Manaus ou Sao Paulo foi:
a) 29 b) 24 c) 11 d)8 e)5

Solucédo. Inicialmente supomos que ha intersecfes entre as cidades.
Considere a, b, ¢ o numero de estudantes que visitaram respectivamente
somente Manaus, Sado Paulo, Salvador. Considere ainda d o numero de
estudantes que visitaram respectivamente somente Manaus e Sao Paulo. O
numero de estudantes visitando somente Sdo Paulo e Salvador sera
representado por e. O diagrama da situacdo é mostrado na figura.

a+d+5=16 a+d=11
d+b+e+3=16=<:d+b+e =13

c+e+5=11 c+e=6

Substituindo na somatotal, vem :

a+b d 2+3=35 v
rhrerdresat —1146+b =230 AA
a+b+c+d+e=30=(a+d)+(c+e)+b=30

d=0
e=0

Manaus Sao Paulo

i)b:30—17:13.Logo,d+13+e:13:>d+e:03{

. |la+0=11 a=11 Salvador
ii) =
c+0=6 c=6

O valor pedido sera:[n((MUSP)=a+d+5+b+e=11+0+5+13+0=29|




8) Numa universidade sao lidos apenas dois jornais, X e Y. 80% dos alunos da
mesma léem o jornal X e 60%, o jornal Y. Sabendo-se que todo aluno é leitor de
pelo menos um dos jornais, assinale a alternativa que corresponde ao percentual de

alunos que Iéem ambos:
a) 80% b) 14% c) 40% d) 60% e) 48%

Solucéo. O percentual de 80% de leitores do jornal X inclui parte dos 60% dos
leitores do jornal Y. Como cada aluno |Ié pelo menos um dos jornais, o total
entre os diagramas sera de 100%. Considerando a o percentual dos leitores de
ambos os jornais, temos o diagrama e o calculo mostrados.

(80% —a)+a+(60%—a)=100%
140% —a =100%
—a=-40% = a=40%

9) Apbés um jantar, foram servidas as sobremesas X e Y. Sabe-se que das 10 pessoas
presentes, 5 comeram a sobremesa X, 7 comeram a sobremesa Y e 3 comeram as duas.
Quantas ndo comeram nenhuma das sobremesas?

a)l b) 2 c)3 d) 4 e)0

Solucédo. O diagrama ilustra a situagcdo. O numero de X
pessoas que ndo comeram nenhuma sobremesa esta
representado pela letra a e se situa fora dos diagramas e
dentro do quadrado (conjunto universo).

n(U) =10
=9+a=10=a=10-9=1, a
nU=2+3+4+a=9+a ‘

10) Um conjunto A tem 10 elementos e um conjunto B tem 20 elementos. Quantos

elementos h&a no conjunto (AUB)?

Solucéo. Repare que nao foi informado sobre a intersecdo entre A e B. Logo
ha duas possibilidades:

a) Se AnB={}entdo n(AUB) =n(A) + n(B) =10 + 20 = 30.
b) Se AnB={}entdo n(AUB) = 30 - n(ANB). Isto é, subtrai-se de 30 o nimero
de elementos da intersecao entre A e B.

11) Estamos acompanhando a vacinacdo de 200 criancas em uma creche.
Analisando as carteiras de vacinagao, verificamos que 132 receberam a vacina



Sabin, 100 receberam a vacina contra sarampo e 46 receberam as duas vacinas.
Vamos orientar os pais das criancas, enviando uma carta para cada um, relatando a
vacina faltante.

a) Quantos pais serdo chamados para que seus filhos recebam a vacina Sabin?

b) Quantos pais serdo chamados para que seus filhos recebam a vacina contra
sarampo?

¢) Quantos pais serdo chamados para que seus filhos recebam as duas vacinas?

Solucédo. Considerando o conjunto universo U com 200 criangas, construimos
um diagrama com a situacao ilustrada. O numero de crian¢cas que nao tomou
nenhuma das duas vacinas esta no conjunto U, fora dos diagramas.

Repare que:
1) SO a Sabin sdo 132 — 46 = 86 criancgas;
i) S6 a de Sarampo sao 100 — 46 = 54 criancgas.

iii) 86 + 46 + 54 + x = 200. Logo, x = 200 — 186 = 14
criangas.

Com base nesses resultados vem:

a) 200 — 132 = 68 pais de criancas serdo chamados

Sabin Sarampo

para que seus filhos recebam a Sabin. Ou 54 + 14 = 68.

b) 200 — 100 = 100 pais de criancas serdo chamados para que seus filhos
recebam a de Sarampo. Ou 86 + 14 = 100.

c) Como 14 criangas ndo receberam nenhuma, este sera o numero de pais que
serdo chamados para que as criancas recebam as duas vacinas.

12) Sejam A e B sao dois conjuntos tais que (A — B) possui 30 elementos, A N B tem
10 elementos e AUB tem 48 elementos. Entdo o nimero de elementos de B — A é:
a)8 b) 10 c) 12 d) 18

Solucdo. Repare que ndo ha elementos comunsem (A-B),(ANB)e (B-A). A
representacdo em cores no diagrama ilustra a situacdo. Considerando x o
numero de elementos de (B — A), temos:

n(A UB)=n(A) +n(B)—n(A NB)
48 =40+ (10+x)—10

48 = 40 + X
Xx=nB-A)=8

13) Considere trés conjuntos A, B e C, tais que: n(A) = 28, n(B) = 21, n(C) = 20, n(A
NB)=8,nBNC)=9,nANC)=4enANBNC)=3. Assim sendo, o valor de
n(AUB)NC)é:

a)3 b) 10 c) 20 d) 21




Solucéo. Representando as informacdes através de diagramas
identifica-se o valor pedido. A regido pintada representa o
niumero de elementos que estdo na unido de A com B e no ‘VA
conjunto C: 1+ 3+ 6 =10.

Unidade 2- Conjuntos Numéricos

NuUumeros sao ideias que sO existem em nossa mente. Para representar essas

ideias usamos simbolos chamados de numerais.
8 ~ . P
Exemplo: 4, quatro, IV, > four, etc., s&o numerais de um mesmo numero.

O aparecimento dos numeros foi um fator determinante para o
desenvolvimento da humanidade. O conceito de nimero e 0 processo de contagem
desenvolveram-se ao longo da historia das civilizacbes. Mesmo nos tempos mais
primitivos, o homem ja tinha uma nocédo de numero, pelo menos ja reconhecia
guando havia mais ou menos objetos.

Apesar dos milhares de anos que nos separam da invencdo dos algarismos
indo-arabicos somente no século passado surgiram as primeiras teorias sobre
nameros.

Os numeros representam um papel fundamental ndo s6 na matematica, como
na ciéncia de um modo geral e na nossa vida diaria. Vivemos cercados de nimeros:
horérios, tabelas, gréaficos, precos, juros, impostos, velocidades, distancias,
temperaturas, resultados de jogos, etc.

Temos horarios para ir e voltar do trabalho, nosso endereco tem um nimero
de CEP, nossa identidade e CPF sdo numeros. Além desses ainda existem os
numeros de emergéncia: policia, bombeiros, hospitais, etc.

Os numeros acompanham a evolu¢do do ser humano primitivo vindo das
cavernas e hoje, com o uso dos computadores, sédo ferramentas fundamentais na
revolucdo que presenciamos na organizacdo de nossa sociedade. Os conjuntos
numéricos ja foram estudados em varias fases escolares, porque tais conjuntos séo

alicerces de varios conteudos.



Os registros mais antigos que contém a nocao de niumero foram encontrados
na China, india, Mesopotamia (atual Iraque) e Egito. Um dos documentos mais
conhecidos é o Papiro de Ahmes ( ou Rhind) encontrado no Egito.

2.1- NUmeros Naturais

Para representar quantidades o homem ja usou marcas em paredes de
cavernas, em troncos de arvores e até em 0ssos de animais. Demorou muito até se
chegar a escrita numérica utilizada atualmente. Varios povos antigos como 0s
babilénios, os romanos, os egipcios, 0os chineses, os maias, 0s gregos, etc.,
inventaram diferentes sistemas de numeracdo. O sistema de numeragao que se
utiliza hoje se originou do sistema dos hindus, divulgado pelos éarabes, dai a
denominacédo sistema de numeracdo indo-arabico. Até ser padronizado, apos a
invencdo da imprensa, esse sistema passou por varias modificagoes.

O conjunto dos numeros naturais [ esta relacionado & contagem sendo
definido por M ={ 1, 2, 3, 4, 5, ...} . Dependendo do autor, o nimero zero ( 0 ) pode
estar incluido ou n&o no conjunto dos nimeros naturais: [ = {0, 1, 2, 3, 4, 5, ..}.

No conjunto dos numeros naturais ha duas operacdes bem definidas, a soma
(+) e o produto (. ou x ); ou seja, a adicdo, que aos numeros n, p € ¥ faz

corresponder a soma n + p e a multiplicacdo, que lhes associa o produto np.

Na sequéncia dos naturais, a cada numero segue imediatamente outro,
chamado de sucessor. Assim o0 sucessor de 4 € 5, de 23 € 24, de 312 € 313 e assim
por diante, indefinidamente. Dessa forma, ndo existe 0 maior numero natural. Os
matematicos expressam essa ideia dizendo que a sucessdo dos nimeros naturais é
infinita. A compreensao do infinito foi um grande passo de abstracdo, possivel
apenas na mente humana.

As propriedades fundamentais do conjunto [ de numeros naturais sdo
conhecidas como Axiomas de Peano. Dentre elas duas merecem destaque: a
propriedade que garante a existéncia de um primeiro nimero natural — o nimero 1 e
outra que garante que todo numero natural tem um “sucessor’. Por exemplo: o
sucessor de 3 € 4; o sucessor de 99 é 100 e, regra geral, o sucessordenén + 1.

Tudo o que se conhece sobre o0 numeros naturais pode ser demonstrado
como consequéncia dos Axiomas de Peano, enumerados abaixo.

a) Todo numero natural tem um Unico sucessor.



b) NuUmeros naturais diferentes tém sucessores diferentes.

c) Existe um unico ndmero natural, chamado 1 e representado pelo simbolo
1, que ndo é sucessor de nenhum outro.

d) Seja X um conjunto de nimeros naturais, istoé, X C M. Se1€ Xe se,
além disso, o sucessor de todo elemento de X ainda pertencer a X, entédo
X = M. (Principio da Indug&o).

O Principio da Inducao pode ser enunciado da seguinte forma:

Seja P uma propriedade referente a numeros naturais. Se 1 gozar da
propriedade P e, se do fato de um namero natural n gozar de P pudermos concluir
gue n + 1 goza da propriedade P, entdo todos os nimeros naturais gozam dessa
propriedade. Uma demonstracdo na qual esse axioma é utilizado chama-se uma
demonstracao por inducéo.

Resumindo:

O método da indug&o consiste no seguinte: para provar que cada P(n) € uma
afirmacéao verdadeira, prova-se que

e P(1) € uma afirmacao verdadeira.
e sempre que P(n) for uma afirmacéo verdadeira com (ne I ), P(n + 1)
também é verdadeira.
Exemplos:

a) Provar que n? + 2n é divisivel por 3, para todo n € I,

i) P(1) =13+ 2.1 = 3 é divisivel por 3. O que € obviamente verdadeiro.

Assumindo como hipétese que P(n) se verifica, vamos provar P( n + 1).

NPM+1)=M+1pP+2Nn+)=(n+1)[(n+1)2+2]=(n+1)[(N2+2n+1+2]=

=N+ [(M+2n+3]=n¥+2n2+3n+n2+ 2n+3=(n°+2n)+3n2+3n + 3.

Por hipétese indutiva, (n® + 2n) é divisivel por 3; por outro lado, é ébvio que
(3n2 + 3n + 3) é divisivel por 3. Portanto (n + 1)3 + 2 (n+1) é divisivel por 3,

completando — se dessa forma o passo indutivo.

b) Validar a férmula
nn+1)

PmM)=14+2+-+n= >



i)P(1) = 1a+D — 1 é verdadeira.
2

Agora vamos supor gque a igualdade seja verdadeira somando (n+1) em cada
lada da igualdade.

n+1)(n+2)
2

Pn+1)=1+2+--+n+n+1) =

n (n+1) n(n+1)+2(n+1) _ (n+1)(n+2)

2

+n+1=

i)1+2+-+n+Mn+1)= , estabelece

a veracidade de P(n + 1).

n(n+1)(2n+1)

c) Mostrar a validade da formula P(n): 1% + 22+ .-+ n? = ”

1(1+1)(2+1)

Observe que P(1) = 1% = é verdadeira.

Suponhamos que, para algum n € [ | se tenha que P(n) é verdadeira, ou

n (n+1)(2n+1)

seja, P(n):1> + 2%+ -+ n? = .

€ valida. Somando (n + 1)2 aos dois

lados dessa igualdade, temos que
nn+1)2n+1)

12422+ 4+n*+ (n+1)?* = < +(n+1)?=
_nn+1DCn+ 1D +6(m+ 1)? _(+DMCn+ D +6Mm+1)]
= - = - =
_(m+ D[+ D +1][2(n+1) + 1]
= - )

estabelecendo dessa forma a veracidade de P(n + 1). Logo a formula € valida para
todo n e [¥.

d) Mostrar a validade, para todo natural n, da férmula

1434+ (2n—1)=n>
Observe que P(1) é verdadeira, ja que a férmula é vélida para n = 1. Suponha

agora que, para algum n natural, P(n) seja verdadeira; ou seja, que

1434 -+ (2n—1)=n>



Queremos provar que P(n+1) é verdadeira. Somando 2n + 1, que é o préximo
ndamero impar apos 2n — 1, a ambos os lados da igualdade acima, obtemos a

igualdade também verdadeira.

1434+ +2n—-1)+2n+1) :?12+{Qn_+1):(n+1)2.

Isso mostra que P(n + 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira. Pelo

teorema, a férmula é valida para todo niamero natural n.

e) Vamos provar que é verdadeira, pratodo n € ¥, a formula

P(n) 1 n 1 N N 1 n
n): —— — .. = .
1.2 23 nn+1) n+1
Observemos inicialmente que
o1 1
PA): 15= 1+1 é verdadeira.

Suponhamos que, para algum n, tem-se que P(n) é verdadeira.

1

Somando a ambos os lados dessa igualdade .
(n+1)(n+2)

temos que
1.2 23 nn+1)  (n+1)(n+2)
n 1 n+1

+ - b
n+l (n+1)(n+2) n+2
Mostrando, assim, que P(n + 1) é verdadeira. Portanto, a formula vale para
todone IV,

2.2- NUmeros Inteiros



O conjunto dos nameros inteiros Z, é formado por Il e o conjunto dos opostos
(ou simétricos) dos naturais, mais o elemento neutro, que é o zero ( 0 ). Dessa forma
fica definidopor Z={...,.-3,-2,-1,0,1,2,3, ..}

Em Z, as operacdes de soma ( + ), produto (. ou x ) e subtracdo ( — ) estéo
bem definidas. Essas operacdes nos possibilitam construir novos nameros a partir
de pares de niumeros dados, e sdo essenciais para o0 processo de contagem.

O uso de numeros inteiros negativos é frequente em nosso cotidiano. No
entanto, durante séculos, 0 homem ndo encontrou significado para uma subtracéo
do tipo (40 — 50). A primeira interpretacdo apresentada a uma operagao como essa
admitia o resultado como sendo uma divida e possibilitou o surgimento dos nimeros
negativos.

Numeros precedidos de sinais de menos — niUmeros negativos — apareceram
pela primeira vez por volta do século VII, em uma obra do matematico hindu
Brahmagupta.

Como todos naturais também s&o inteiros, pode-se dizer que I é um
subconjunto de Z. Ou ainda, que [ est4 contido em Z , que se indica por I C Z.

As propriedades fundamentais da adicdo (representada por +) e da
multiplicacdo (representada por x ou .) de numeros inteiros estdo relacionadas
abaixo.

Para numeros inteiros quaisquer x, y e z:

a) Propriedade Comutativa: x+y=y+Xx € X.y=Yy.X

b) Propriedade Associativa: (x+y)+z= x+(y+z)e(X.y).z=Xx.(y.2)

c) Propriedade Distributiva: (x+y).z= X.z+y.z

d) O numero 1 desempenha o papel de unidade na multiplicacdo: x . 1 =1.x=X
(Observacéo: 1 € neutro da multiplicacéo)

e) O numero zero € neutro na adicdo: x+0=0+Xx=X

f)  Um ndmero a é simétrico de um nimerob sea + b = 0.

Observamos que a ser simétrico de b, equivale a b ser simétrico de a. De fato,
a+b=0¢equivalente ab + a=0. Se a é simétrico de b, entdo a = — b . De maneira
geral — a é simétrico de a (e a é simétrico de — a).

Exemplos:

i) —2 € simétrico de 2, pois—2 + 2 = 0.

ii) 2 é simétrico de -2, pois -2 = — (- 2)



Obs.: O produto de qualquer nimero por (— 1) € igual ao simétrico desse
namero. (—1).a=—-a=a.(-1).

Representacéo de Z sobre uma reta:

® ® i ® ® ®
-2 -1 0 1 2 3

A partir do O (zero), e no sentido positivo da reta vamos justapondo
sucessivamente o segmento tomado como unidade de maneira a relacionar cada
namero natural com um Unico ponto da reta. Essa representacao € construida de tal
forma que o segmento de reta cujos extremos sdo um numero natural n e seu
sucessor n + 1 tem o mesmo comprimento do segmento unidade. Uma
representacdo analoga é feita a partir do O ( zero) no sentido negativo da reta,
marcando sucessivamente pontos associados aos numeros negativos (— 1, — 2, — 3,
—-4,-5,..).

Observacoes:

e Quaisquer dois pontos consecutivos utilizados para representar numeros
inteiros na reta definem segmentos de comprimento unitario.

e Dizemos que 0 numero inteiro a € menor que o0 namero inteiro b se na
representacdo sobre a reta orientada o ponto que representa a aparecer

antes do ponto que representa b.

e Usamos a notacdo a < b, para indicar que a € menor que b. A notacdo b > a

(b maior que a) possui 0 mesmo significado de a < b (a menor que b).

e Anotacdo a <b ( aé menor ou igual a b) é usada para indicar que a € menor
do que ou igual a b; e b=a ( b € maior ou igual a a) é equivalente aa <b.

e Um numero n € dito positivo se for maior do que zero, isto €, n > 0.

e Um numero n é dito negativo se for menor do que zero, isto €, n < 0.

e O numero 0 (zero) ndo é positivo nem negativo.

e Para se adicionar nimeros inteiros de mesmo sinal, basta somar seus valores
absolutos e o resultado recebe o0 mesmo sinal das parcelas.

e Para se adicionar numeros inteiros de sinais diferentes, basta subtrair o
menor valor absoluto do maior; o resultado terd o mesmo sinal do inteiro de

maior valor absoluto.



e O produto de dois inteiros de sinais diferentes € um numero negativo cujo
valor absoluto € obtido multiplicando-se o médulo dois inteiros.
e O produto de dois inteiros de sinais iguais € um numero positivo cujo valor

absoluto é obtido multiplicando-se o médulo dois inteiros.

2.2.1 - Mdultiplos e Divisores

Multiplos de um namero inteiro: Dado um ndmero inteiro n, os multiplos de n
sdo obtidos pelo produto de n por um numero inteiro arbitrério.
Exemplos: M(2)={...,—-6,-4,-2,0, 2, 4,6, 8, 10,...}

Observacgoes:

e O zero € multiplo de qualquer numero inteiro.

e Dado dois numeros inteiros ndo nulos a e b, o minimo multiplo comum dos
nameros € o menor inteiro positivo que é multiplo de ambos. Podemos usar a
notacdo m.m.c.(a,b) para representar esse numero.

e Todo numero inteiro n € maltiplo de si préprio.

e O conjunto dos mdultiplos de um inteiro diferente de zero € sempre um

conjunto infinito.

Divisores de um namero inteiro: Um numero inteiro d, diferente de zero, &
divisor de um numero inteiro m, se existir outro inteiro p tal que m = p. d.
Exemplo: D(12)={1, 2,3,4,6,12} — divisores inteiro positivos de 12.

Observacoes:

e Dado um numero inteiro m qualgquer, o niumero 1 e m séo divisores de m.

e Um numero primo p € um namero natural diferente de 1 e que admite como
divisores positivos apenas os numeros 1 e p, isto é, D(p) = {1, p}.

e Dois numeros inteiros a e b sdo primos entre si se admitirem apenas o
namero 1 como divisor positivo comum.

e O zero ndo é divisor de nenhum inteiro.

e Todo numero inteiro n é divisor de si proprio.

e 1 é divisor de todos 0s nimeros.



Outros exemplos:

a) Como 14 = 7 x 2, temos que 14 é multiplo de 7 e de 2.

b) 36 € um mudltiplo dos inteiros 1, - 1,2,-2,3,-3,4,—-4,6,-6,9,-9, 12, - 12,
18, — 18, 36 e — 36. Tal fato pode ser observado em: 6 =36 x 1; 36 = (-36) X (— 1);
36 =2x18; 36 =(-2)x(-18); 36=3x12; 36 =(-3) x(-12); 36 =(—4) x (-9);
36=4x9; 36=6x6; 36 =(—6)x (- 6).

c) 7 ndo é multiplo de 2, pois 2 x 3 =6 e 2 x 4 = 8, ndo existem inteiros entre 3 e 4.

d) — 17 ndo é multiplo de 3, (- 5) x 3 = =15 e (— 6) x 3 = —18, ndo existem inteiros
entre —-6e—-5.

e) 2 divide 14, pois14=2x7.

f) — 4 divide 36, pois 36 = (— 4) x (-9).

g) 2 ndo divide 7, pois ndo existe nenhum namero inteiro K de modo que 7 =2 K.

h) O conjunto dos multiplosde 2 é{...,—6,—-4,—-2,0,2,4,6, 8, ... }. Esse conjunto
conhecido como conjunto dos numeros pares, também representa o conjunto dos
multiplos de — 2. Com o todo namero par € o dobro de algum inteiro, esse conjunto
pode ser designado por : {2 K | K & um niumero inteiro}.

i) O conjunto formado por todos os inteiros que ndo Sao numeros pares € 0 conjunto
dos numeros impares: { ..., = 5,-3,-1, 1, 3, 5, 7, 9,...}. Considerando que todo
namero par € da forma 2 K, em que K é um namero inteiro; todo nimero impar pode

ser representado naforma 2 K+ 1 ou 2 K- 1, em que K € um inteiro.

Exemplos:
a) 16 é par, pois 16 =2 X 8.
b) 9 é impar, pois9=2x4+1=2x5-1.

2.2.2 - Algoritmo de Euclides

Uma importante contribuicdo de Euclides de Alexandria na Teoria da
Divisibilidade é o algoritmo da divisdo ou algoritmo de Euclides (Divisdo Euclidiana).
Dados m, d € Z, sendo d > 0, pode-se escrever m como soma de um maltiplo
de d e de um possivel resto r menor que d e maior ou igual a zero. Ou seja,
m=q.d+r.
O numero g é o quociente e r é o resto da divisao euclidiana de m por d.

Exemplos:



a) 27 ndo é mdltiplo de 4, assim existem diversos modos de se escrever esse
namero utilizando a tabuada de multiplicacéo por 4. Podemos escrever: 27 = 7x4 — 1
ou27=6x4+30u27=5x4+7 e outras formas. No entanto, dentre todas as
possibilidades de 27 = 4q + r, em apenas uma delas encontramos 0 < r < 4, sendo
queg=6er=3.

b) A divisédo euclidiana de 35 por 5 apresenta como quociente q = 7 e resto = 2, pois
37=5x7+2e0=sr=2<5.

c¢) Dividir o nimero —18 pelo namero 7.

Escrever os mdltiplos de 7: ..., —42, =35, -28, -21, -14, -7,0,7,14,.... e
procurar o multiplo menor que —18 e mais proximo dele. Descobrimos que —21 foi
escolhido. Assim: —-18=-21+3 —»-18= -3.7+3o0u

Comparando o resto 3 com o divisor 7, encontra-se 0 <3 < 7.
Observacdo: Foram realizadas divisbes entre numeros inteiros em que o
divisor é “sempre positivo” e o resto, maior do que ou igual a zero e inferior ao

divisor. Isso define um método de divisdo conhecida como Divisdo Euclidiana.

2.2.3 - Valor Absoluto

Pode-se dizer que modulo € a distancia de um numero real ao nimero zero, pois
0 modulo de namero real surgiu pela necessidade de medir a distancia de um
namero negativo ao zero. Ao se calcular a distancia de um numero negativo
gualquer ao zero observa-se que essa medida fica negativa e como nado é habitual
dizer que um comprimento é negativo foi criado o médulo de nimero real que torna
esse valor positivo ou nulo. Assim, o0 médulo de um numero real ird seguir duas
alternativas:
* O médulo ou valor absoluto de um numero real é o préprio numero, se ele for
positivo.

* O médulo ou valor absoluto de um numero real sera o seu simétrico, se ele for



negativo.
Observacdo: A representacdo de um mdédulo ou valor absoluto de um numero

real é feito por duas barras paralelas.

Definicdo: O valor absoluto de um numero inteiro m, representado por | m | é
definido por

)]m|=msem>0.

ii)|m|=—-msem<O0.

ii)]0]=0.

Observacéo: | m|=|—- m| para todo inteiro m.

Exemplos:
a)|-5|=5
b) | 2014| = 2014
c) |- 305 | =305

2.2.4 - Propriedades operacionais para adicdao e multiplicacéao de inteiros

12) Para adicionar numeros inteiros de mesmo sinal, basta somar seus valores
absolutos e o resultado receberd o mesmo sinal das parcelas.
Exemplos: Calcule as somas.

a) -5+(-18)=-5-18=-(5+18)=-23

b) +10+(+15)=+10+15=+25= 25

2%) Para adicionar nameros inteiros de sinais diferentes, basta subtrair o menor valor
absoluto do maior. O resultado receberd o mesmo sinal do niumero inteiro de maior
valor absoluto.
Exemplos: Calcule as somas.

a) - 5+(+18 =-5+18=18-5=+13=13

b) +10+(-15)=+10-15=-(15-10)=-5

3%) O produto de dois numeros inteiros que possuem sinais diferentes sera um

namero negativo cujo valor absoluto é obtido multiplicando — se ambos os fatores.



Exemplos: Calcule os produtos.
a) (-5).(+18)=-(5.18)= -90
b) (+10).(-15)=-(10.15)=- 150

4%) O produto de dois numeros inteiros de mesmo sinal sera um namero positivo,

cujo valor absoluto é obtido pelo produto de ambos os fatores.

a) (-5).(-18)=+(5.18)= +90 =90
b) (+10).(+15) =+ (10.15) =+ 150 = 150

2.2.5 - Hierarquia das operacodes

Nas operagcbes em uma expressao, devemos obedecer a seguinte ordem:

. Potenciacao ou Radiciacao

2. Multiplicagéo ou Divisao

. Adicao ou Subtracao

Observacdes quanto a prioridade:

. Antes de cada um dos trés itens destacados, deve-se realizar a operacao que
estiver dentro dos parénteses, colchetes ou chaves, nessa ordem.

. A multiplicacéo pode ser indicada por (x )ou por um ponto (- Jou as vezes sem sinal,
desde que fique clara a intencéo da expressao.

. Devemos utilizar parénteses quando substituimos variaveis por valores negativos.

Observacao: O valor numérico de uma expressado algébrica € o valor obtido na

expressdo quando substituimos a variavel por um valor numerico.

Exemplos:
a) Considerando P(x) =2 x+ 10, calcule P (5). P (5)=2.5+10=10 + 10 = 20.
b) SejaA=4 X+ 2Y -7, calcule o valor de A sabendoque X=2eY =-3.
A=4.2+2(-3)-7=8-6-7=8-13= -5

2.3- NUmeros Racionais



Quando o homem observou que 0s numeros naturais ndo eram suficientes
para indicar partes das coisas inteiras, ou de grupos de objetos, ele percebeu a
necessidade de criar novos numeros, Ou Seja, por iSSoO sugiram 0S numeros
fraciondrios ou racionais. Assim, apareceram as fracdes, palavra que deriva do latim
e significa “parte de um todo”.

7

O conjunto dos quocientes de inteiros, isto é, das fracbes de inteiros

[N

[N

conhecido como conjunto dos numeros racionais. O conjunto dos racionais

descrito assim: @ = {g; pq € Lieq #0}.

Estdo bem definidas em @, as operacOes de soma ( + ), produto (. ou x ),
subtracdo (—) e divisédo (:ou/).
P
q

para separar a parte inteira da parte decimal. Nos numeros racionais escritos em

Todo nuamero racional = possui uma representagcdo decimal, com a virgula

notacdo decimal, a parte decimal pode apresentar uma quantidade finita ou infinita
de algarismos. Quando a quantidade for infinita, os algarismos repetem-se

periodicamente. Exemplos:
a) 2=0,75
4

b)Z=2,333...=2, 3.
3

p

Expressdes do tipo i em que p e g sao numeros inteiros e q # 0, sdo

denominadas fracdes. O termo localizado acima do traco € chamado numerador e 0
gue esta abaixo do traco, denominador da fracao.

Quando multiplicamos o numerador e o denominador de uma fracdo pelo

mesmo numero inteiro ndo nulo, ndo modificamos o valor da fragcdo. Assim, s = S , Se

existir um namero inteiro k, ndo nulo, tal quer=k.pes=k.q.

2.3.1- lgualdade ou equivaléncia de fracbes

Duas fracGes 2 e I sdo equivalentes ou iguais se e somente se p.s = q.r.
q s

Em simbolos pode ser expresso por:

P_T 4 p.Ss =q.r. (Regra do produto cruzado)

q S
Exemplos:

1 3
D 3=5



2.3.2- Soma e produto de numeros racionais

__ps+rq
q.s

Sejam g e E ndmeros racionais quaisquer. Entdo: q£+£

®

QI

PR
Il

Z—'Z sdo, respectivamente, a soma e o produto dos nimeros racionais.

Observacdes:
i) Inclusdo de conjuntos

E valida a inclusdo Z C @ | pois se p € Z, entdo p = % eQ. . E importante

considerar Z dentro de @ pelo fato de que as operacdes as operacdes de adicédo e

multiplicacdo definidos em Q gozam de todas as propriedades enunciadas para as

mesmas operacdes em Z..

i) FracOes redutiveis e irredutiveis

Uma fracao g € irredutivel se ndo existe nenhum numero natural d > 1, que

seja divisor de p e divisor de g. Caso contrario, a fracéo € redutivel. Ou melhor, = é

win QIT

uma fracdo irredutivel se p e g sdo numeros primos entre si. Por exemplo, = &

. - 6 , ,
irredutivel e 5 € redutivel.

iii) Fracdo irredutivel com denominador positivo

Para descobrir uma fracdo irredutivel que seja equivalente a uma fracéo
redutivel apresentada, basta efetuar as divisbes necessarias no numerador e no
denominador. Caso, ao término das divisbes, o denominador seja negativo,

multiplica-se ambos os termos da fracao por (— 1 ) para que o denominador se torne

positivo.
Exemplos:
100 50 2
a) —_— = -
150 75 3
120 12 -4
by —=—==
-150 -15 5

iv) Igualdade de numeros racionais



Dados dois nameros racionais g e g sdo equivalentes (iguais) se e somente

] p_T
se p.s = g.r. Em simbolos: 4 =35 < ps=qr.

v) Divisdo de numeros racionais

s o - .
Se = #0, adivisdo de 2 por - é definida por 2 +Z =2 x £ =25
s q N q S q r

vi) Inverso de racionais

1% . P . , q p
Se 5 # 0, o inverso dea € o numero ;. Observa-se ; =

vii) Simétrico (ou oposto) de racionais

O simétrico do racional m é o racional n tal que m + n = 0. O simétrico de

s

g é - qﬁ. O simétrico de zero é o préprio zero.

Observacdo: 2= _ 2
q -q q

2.4- NUmeros Irracionais

Acreditou-se durante muito tempo que o conjunto dos nimeros racionais era
suficientemente grande para abrigar todos os valores utilizados nas medi¢cdes de
comprimento, area, volume, etc. No século V a. C., um discipulo de Pitagoras

observou que isso ndao era verdade.

2

Por exemplo, a medida da diagonal de um quadrado de lado | = 1 e o proprio
lado eram medidas incomensuraveis, isto é, ndo existe um segmento de reta w que
caiba n vezes no lado | e m vezes na diagonal d, que mede d = /2. Essa

constatacdo gerou uma enorme crise no pitagorismo e na matematica grega,



mostrando que o conjunto dos nimeros naturais e as fracdes ndo eram suficientes
para realizar todas as medi¢cfes possiveis.

Esse problema geométrico envolve outro de natureza aritmética, que consiste
na impossibilidade de encontrar nimeros racionais para raizes quadradas de certos
nameros, como por exemplo, raiz quadrada de 2. Assim o conceito de namero foi
ampliado, surgindo dessa forma o conjunto dos numeros irracionais.

A representacao decimal de um numero irracional apresenta, sempre depois

da virgula, infinitas casas que n&o formam periodo. Por exemplo:

a) V2 =1,41421356241933916628... b) m = 3,14159265358979323846...

2.4.1- O NUmero
O numero m ndo pode ser expresso por um namero racional. Para entender
pode-se tomar um circulo de diametro igual a 1 e forcar este circulo a rolar sem

deslizamentos ao longo de um reta, como na figura abaixo.

00 )

O perimetro do circulo.

A

O segmento de reta, compreendido entre duas posi¢cdes consecutivas em que
um ponto escolhido A toca a reta de rolagem, tem comprimento o qual denominamos

7. Assim, o numero m € 0 comprimento ou o perimetro de um circulo cujo diametro
. , . 256 . .
mede 1. Era atribuido a m o valor aproximado de o = 3,16 ... (Oriente Antigo). Esse

dado histérico esté registrado no Papiro Rhind (1650 a.C.).

O grande gebmetra da época grega — Arquimedes de Siracusa ( século IV
a.C.) — desenvolveu métodos geométricos eficientes para calcular valores numéricos
ainda mais proximos para m. Usando um poligono de 96 lados inscrito numa
circunferéncia, encontrou 1 ~3,1428.

Entretanto, foram necessarios mais de 3400 anos para que, em 1882, o

matematico inglés Ferdinand Lindeman pudesse provar que o himero € irracional.



Exemplo:

a) Provar que /3 € irracional.

Prova: De fato, suponha, por absurdo, que /3 é um nimero racional. Entao

va=",

n

m - ,
onde — é uma fracao irredutivel com n > 0. Logo,
n

2

(E> =(V3)? = m?=3n°.

)

A Ultima igualdade mostra que m? € divisivel por 3, logo m2 = 3q. Isto €, m =
3q, para algum namero natural g. Entéo

2

m* =3n° = (3¢)* =3n° = 3¢° =n’

Entdo n2 é divisivel por 3. Mas isso ndo pode ocorrer, porque m e n divisiveis

or 3 contraria o fato que = é uma fracio irredutivel. Esse absurdo prova que
n

para quaisquer niimeros inteiros m e n. Portanto, v/3 é irracional.
b) Provar que
Se p é um numero natural impar entao /2p ¢ irracional.

Vamos supor, por absurdo, que existe uma fracao irredutivel % , >0, tal que

J2p = % Entao,

2
m

= |(— ] = m?=2pn*.
n

Logo m? é par e m é também par. Isto &, m = 2k, para algum k n € Y. Assim,

(2k)* = 2pn* = 4k* = 2pn* = 2k* = pn®.



Isso mostra que pn2 é par. Mas como p € um ndamero impar, para pn2 ser par a unica
possibilidade é que n? seja par. Sendo n2 par temos que n € par. Assim, m par e n

par implica% é redutivel (podemos dividir por 2). Isso é uma contradigdo. Assim, ndo

podemos escrever ,/2p = = . Logo ,/2p é um nimero irracional.

n .

2.5- NUmeros Reais

O conjunto que reune todos 0s numeros racionais e irracionais € chamado de
conjunto dos nimeros reais e é representado pela letra IR.

E possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca, ou correspondéncia
um a um, entre o conjunto dos numeros reais e 0s pontos de uma reta, isto €&,
sempre sera possivel associar um unico numero real a cada ponto P de uma reta e,
reciprocamente, a cada ponto P de uma reta é possivel associar um Unico namero
real de a maneira descrita a seguir.

Escolhendo um ponto arbitrario O da reta e uma conveniente unidade de
medida. O ponto O sera chamado de origem. A esse ponto sera associado 0 nimero
real 0 (zero). Cada numero real positivo x é representado pelo ponto da reta que
estd a x unidades a direita da origem e cada numero negativo (- x) € representado
pelo ponto da reta que estd a x unidades a esquerda da origem. O numero
associado ao ponto P € chamado coordenada de P, a reta € entdo chamada, reta

real numerada ou simplesmente reta real.

S M S A M S SR S
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

O conjunto IR pode ser visto como o modelo aritmético de uma reta, enquanto
essa reta é o modelo geométrico de .

Resumindo:

NcZcQCcR elc R ;Considere] = conjunto dos numeros irracionais.

2.6- NUmeros Complexos



Sao denominados numeros complexos os numeros da forma a + bi, sendo a e
b ndmeros reais e i, a chamada unidade imaginaria, para a qual i2 = — 1.

O conjunto formado por todos os nimeros complexos é indicado pela letra .
Considerando z = a + bi um niamero complexo, a é chamada de parte real de ze b é

a+ bi e b = 0, o nUmero complexo z é um

a parte imaginaria de z. Quando z

numero real; quando z = a + bi, a =0 e b # 0, o numero complexo € chamado
ndmero imaginario puro. Exemplos:
a) Numeros complexos: 2 + 3i; =5+ 7i; 0,5 — 2i; — 10i; 27.
b) NUmeros imaginarios puros: 2i; —7i; 0,6i; —i.
Os numeros reais, portanto, podem ser considerados como numeros

complexos. Temos, entdo: [R C C.

5 i,

IR

Z J R-Q

T

(19}

st

N&o se pode comparar dois numeros complexos da forma a + bi com b # 0.
Assim, um namero complexo (nédo real) ndo € maior nem menor que outro complexo
(ndo real). Pode—se apenas indicar se dois numeros complexos sdo iguais ou
diferentes.

No conjunto dos numeros reais, equacdes como x2+1=0e x2+ 2x + 10 =0,
nao teriam solucdo. No entanto, no conjunto dos nimeros complexos, as solucfes

dessas equacOes seriam, respectivamente, { —i,+i } e { -1-3i; -1 + 3i}.

Unidade 3- NUmeros Reais

A necessidade de contar objetos levou a ideia abstrata do conjunto dos
nameros naturais, [ ={1, 2, 3, 4, 5, ...} .
Devido a necessidade de expressar contagem negativa (perda, prejuizo, etc.)

chegou-se aos nimeros inteiros, Z ={...,-3,-2,-1,0,1, 2,3, ..}.



Como M C Z, o que fizemos foi uma ampliacdo do conjunto I . A
necessidade de considerar partes da unidade levou a formulagdo do conjunto dos

ndmeros racionais,

Q:{E m_._-nEZe-n;EO}.

n

Acontecendo dessa forma mais uma ampliacdo de nossa capacidade de
medir. Assim, temos que M CZ cQ .

Entretanto, com a impossibilidade de representar a hipotenusa de um
tridngulo retangulo de catetos unitarios, usando nimeros racionais, surgiu mais uma

ampliacdo dos conjuntos numéricos. Juntando o conjunto dos nimeros racionais Q
e o conjunto dos nimeros irracionais |, formamos o conjunto dos nimeros reais [R.

Assim:
R=QUTI.

3.1- Poténcias de um numero real
Definicao 1:

Seja b um namero real.

1 # 2 —
a) Se n é um nimero natural entao

b*=0b-b-...-b (n fatores iguais a b).

b) Se b # 0 e m é um nimero inteiro negativo,

e (YT 11 1

Acima temos um produto com —m fatores. Note que —m > 0.

c) Se b= 0 entao b = 1.

Observacdes:

i) Na definicdo 1, b € chamado a base e n, m e 0 (zero) sé&o 0s expoentes.



i) No item a, a base b é qualquer nimero real; nos itens b e ¢, a base é um nimero
real diferente de zero (b#0), devido a questdo da abrangéncia dos numeros reais

gue servem de base.

iii) N&o tem sentido matematico a expresséo 0°.

Exemplos:

3.1.1- Propriedades da Potenciacéo

As propriedades da potenciacdo sdo consequéncias diretas das propriedades
fundamentais das operacdes de adicdo e multiplicacdo de numeros reais.

Suponha que 0s numeros reais b e ¢ e 0s niUmeros inteiros m e n, permitem

definir todas as poténcias explicitadas a seguir.
'EL) pm . pn — pmin
'b) (bm)n — bmn

. _}m  }—m __ }pm—n

=T =0

d) (b-e)m™ =bm- "

C-) b'ﬂ? + b?‘l — b'ﬂ‘l .

Exemplos:



_ 2\ 3\* 3-vV3-vV3-vV3 9
D) (VEevE = (YE) o (¥3) ovEvEvaivE 9
Ve V2 V2222 4
-8 1\ 1 3
(V2-5) = (V2)2+2-V2-(-5)+(-5) =
- 2-10/24+25 = 27—10\/2

O importante € entender o significado de uma expressao da forma r?, em que

r e a sdo numeros reais.
Conhecendo as propriedades basicas da multiplicacdo, pode-se compreender

perfeitamente expressdes do tipo r", em que r é um namero real e n € um ndmero

inteiro nao nulo.

Lembretes:
™m=r-...-T.n=0:
M e
n fatores
m = v '.....v ! sendo
n fatores
n=0,r#0;
W =1,1#£0

3.2- Raizes n-ésimas de nimeros reais

Se r é um namero real ndo-negativo e n € um numero inteiro positivo,

1
designa-se por V/r ou r= 0 nUmero real ndo-negativo cuja n-ésima poténcia € igual a

rlsto &, (Yr)"=(ra)t=r.

Se r é um namero real qualquer e n é um inteiro positivo impar, ¥/ (ou r% )
€ um numero real, cuja n-ésima poténcia € igua a r.

Na expressdo V/r daraiz n-ésima de r, o nimero r € chamado o radicando, o
simbolo V é chamado radical e o nimero n é chamado o indice da raiz.

Quando n = 2, escreve-se /r no lugar de /7.

Exemplos:



1
a) V16 = 161 = 2, pois 2* = 16
b) A raiz quadrada de —2 n&o é um numero real, pois o indice é um inteiro par e

o radicando ndo € um numero real ndo-negativo.

¢) ¥=8 = (-8 )i =2, pois (—2)*=—8.

Observacao:
Observe que 22 = 4 e (— 2)?2 = (-1)2.22 = 4. No entanto, por definicdo, a raiz
quadrada de um nimero ndo-negativo € um nimero n&o negativo. Assim, V4 =2 e

nao — 2.

Observando a equacéo x" = b, em que n é um nGmero natural e b, um namero
real; precisamos encontrar um ou mais numeros reais x tais que b=x.x.x.....x (n
fatores x).
Exemplos:
a) Encontre nimeros reais x tais que x3=-8.
Solucéo:

A equacédo proposta tem como Unica solugcéo x = — 2, pois (-2).( =2). (-2) = (- 8).

b) Encontre nimeros reais X tais que x° = 8.

Solucéo:

Neste exemplo, as duas solucdes possiveis s80 0s himeros x; = V2 e X, = —/2.
De fato, (V2 )¢ = V2.V2.V/2.V2.V2.4/2 =222=8 ¢

(—VZ )6 = (=v2).(=VZ).(—V2).(~v2). (=VZ).(=V2) = 222 = 8

Definicao 2:
Seja b um namero real. Entéo,
a) Se b > 0 e n um nimero natural, a raiz n-ésima de b é o ntimero real
positivo que elevado a poténcia n resulta b.

- ~ T 1 . ;.
Usamos a notacao /b ou b= para representar a raiz n-ésima de b. Isto
éb=b-Yb... b (n fatores).



b) Se b < 0 e n é um nimero natural impar, a raiz enésima de b é o

numero real negativo que elevado a potencia n resulta b.
- n 1 L
Permanecemos com a notacao Vb ou bw para representar a n-ésima

raiz de b. Entao b= Vb- Vb... Vb (n fatores).

¢) Se b =0 e n é um nimero natural entao a raiz enésima de b =10 ¢

o nimero zero. Isto é, /0 = 0.

Observacgdes:
1) Nio definimos {/b, qualquer que seja o niimero real b, se m é um
numero inteiro e m < 0.

2) Na expressio /b, o ntimero b é o radicando, o simbolo ./~ é a

raiz e n € o indice da raiz.

3) No caso n =2, em vez de ¢/~ escrevemos | /T e lemos: “raiz qua-
drada”. Por exemplo, a igualdade /49 = 7, le-se “raiz quadrada
de 49 é igual a 7".

4) No caso n = 3, o simbolo Ve le-se raiz cibica. Por exemplo, a
igualdade y/—125 = —5 lé-se: “raiz cibica de —125 é igual a —5”.

3.2.1- Propriedades da Radiciacéao

a) Se a e b sao nimeros reais positivos e n é um nimero natural, entao

b) Se a é um nimero real negativo, b um nimero real positivo e n é um

nimero natural impar, entao

A verificagao da validade das propriedades a) e b) é imediata. Note que

(Va- Vo) = Ya- Vb Va-b... Va- b (n fatores /a - /b).



Usando a propriedade comutativa do produto de ntimeros reais, orga-

nizamos o segundo membro para encontrar que

(Ya- B = Ya-fa... Ya- b Vb Vb =
(Va)"- (Vo =

Portanto, /a- Vb é a raiz enésima de a - b. Isto é, Va- Vb= Va-b.

Exemplos:
a) V27 =27 =3. Pois, 3-3-3=23%=27

b) Nao tem sentido \/—4 quando trabalhamos com nimeros reais. Uma

vez que, nao existe um numero real z, tal que z? = —4.
c) v/=32=-2. Pois (-2)° = (=2) - (-2) - (-2) - (-2) - (-2) = —32.
d) V8=v22.2=\22.,2=2,2

e) Y=8I= /(37 3= /(3] ¥3=-3/3.

Observacgdes:

1. Observe que (—3)2 =9e 3% = 9. No entanto /9 = 3. E errado escrever
v/9 = —3!! Pois para todo niimero real positivo b e todo ntimero natural

b é, por definicao, um niimero positivo.

2. Sendo V9 = 3 entiao tomando os niimeros simétricos (ou multiplicando

por —1) escrevemos —V9 = -3.

Exemplos:

Verifique as seguintes igualdades:

a) /=250 = —5v/2 b) v48 = 2v/3 ¢) V512 = —2V/16
a) V=250 = V-2 5 = {2 (-5 =~
b) V48 = /21 x 3 =2V/3
¢) V=12 = /=29 = J/(—2)5 -2t = —2v/21 = —2V/16



3.3- Poténcias racionais de numeros reais

Dado um numero racional r pode-se supor que a fracdo quem o representa é
irredutivel e o denominador é positivo. Ou seja, pode-se escrever r na forma, r = %
em que m e n sao inteiros primos entre si (sem fator comum) e n>0.
Definigéo 3:

. P m . . , . oo
Sejam b um numero real e r = — tais que uma das condicoes é satisfeita:
n

a) 0™ < 0 e n é um nimero natural impar. Ou b) b™ >0

Entao,

br=bw = Vpm.

Observacgao:
Em virtude das propriedades da radiciacao vale:

m

b no__ ‘:-':f b ( {}'E) m .

Exemplos:
1) Calcule:

.,_

2 _ 4
a) 16" = V162 = (42) VAt =417 =41 = 4.

b) (—8)% = /(87 = /(87 - (87 = /() - Y/(8)2 = 864 =
8 x4 =-32.

= T - () -4

2) Mostre que valem as seguintes igualdades:

a) (—=500)° = —5¢/1 b) (=32) ° :—%.
a) (—500)° = (=4-5%% = [4- (=5)*]* =4 . (-5)" = 52



m

Se% €@ n>0,erémnumero real positivo, escrevemos r» para designar

araiz n-ésima de r™:
m o 1
ra=yrm=©™ ) ,r > 0.
m

Quandom,ne€ Z , m >0 e n > 0, definimos 0= = 0. Quaisquer outras

poténcias de 0 de expoente racional ndo estao definidas.

As propriedades e as regras para o célculo com poténcias de expoente

racional sdo as mesmas para o caso de expoentes inteiros. Em particular, se r > 0,

temos Vi = rn = (r™)x = (rm )™ = (Y7 )™

3.4- Poténcias reais de expoente real

Qual é o significado da expresséo x* quando x e a sdo nimeros reais? Se X
¢ um numero real positvo e a é um ndmero irracional, o numero x* é
aproximadamente igual a s, emquer € Q¢ uma aproximacao racional de ae s € Q
€ uma aproximacao racional de x.

A exatiddo da definicdo de x® depende da exatiddo das aproximacdes de s
para x e de r para a. Como o célculo de x? é feito aproximadamente com poténcias

de expoente racional, continuam validas todas as propriedades ja conhecidas.

3.5- Propriedades das poténcias de expoente real
i. x° =1 para todo nimero real x positivo.
ii. 09 = 0 para todo numero real positivo a.
iii. 1= 1 para todo numero real a.

iv. Se a,x € Re x® =1, entao ocorre apenas uma das alternativas:
ex—1;
ex >0, x#1lea=0;

e x = —1e aéuminteiro par.

V. Sea,xeRex >0, entao x* > 0.



vi. Se x,y,a,b € R, com x e y positivos, entao:

“+b:x“-xb, (x..y]a:xa.ua‘ (Xa)b:.xab.

X

vii. Se x,y,acRcom0<x<yea=>0 entao 0 < x*<y“.

Exemplos:
a. 272 =273 = (27'3)* =32 =9
b. Como 21.168 = 2% x 3% x 72, temos:
V21168 = V2% x 33 x72=(2* %33 x 7%)1/3
=243 33/3 . 72/3 — 2 213 3 x 723

—6x (2x 7813 =6x981/3=6798.

o a3 (3 3\ 33
\\a) \g) “\a 1 5B 49

Tal numero pode ser escrito de uma forma esteticamente mais simples,

<
[om)

I
Ny

312
multiplicando e dividindo por v/42. Isto é, multiplicando por 1 = é ,;1'_2 Veja:

J(3\* 3V3 VAT 33347 333x47 3Y3xT6 3V48 348
A) AYE VAT AYAYAE AYA < AT 4y 4Ax4 16

Esse processo é conhecido como racionalizacao, pois o0 seu objetivo é
converte o denominador, dado em termos de raizes, numa expressao sem raizes.
Observacao:

. . — . a )
Racionalizando expressées do tipo — OU — ,comb,c > 0e
\./E -+ \/ C \/b — \/E
b #£c.
As raizes nos denominadores destas expressoées podem ser eliminadas
fazendo uso da identidade:

(Vb+ e)(vb—+/c)=b—c

Exemplos:



4
VI3

a) Racionalizar a expresséao

4 4 4 V7+V3 4(\/7 +V3)

- = — -1 = - =
V7 -3 V7 -3 V7—V3 V7+V3 (V7T —-V3)WV7+V3)

j— —_—

AT V3 AWVT+VE)
_ = 7 =V7+V3.

~
|
U

O argumento geral é feito de maneira anéloga:

a _ a . Vb — /¢ _ a(vb — /<) _ a(vb — /c)
Vb+yve Vbt Vb—ye (Vb+o)WVb—ye)  b-c
a B a , Vb+ve a(vb ++/c) _a(vVb+ V)
Vb — N Vb — Ve Vb + NG (Vb — \/E]{\/F-i- V) b—c '
Exemplos:
A Va o VA3 V5 VA3 V5 VAV - V3)
" VA+vs 35 2 2
2 2(3+V2)  2(3+V2)
3ov2 99—z T
c)

Se x é um numero real positivo, como simplificar a expressao

3
\3/( {x2/3}5/4) ?

Solucéo:
1/3
8 8 -
\3’/( (X2/3]5/4) _ ((((X2/3]5/4)]/2) ) _ X%'%'%'S%
245 2.5 10 941



R 3 x%+1 . ,
d) Que valores podemos atribuir a x para que /;_1 seja um numero real?
Solucgéo:

Segundo a definicao da raiz n-ésima de um numero real, para

que a expressao proposta seja um numero real, basta que o radicando
X%+ 1
x2 — 1
diferente de zero.

seja um numero real. Para isto acontecer, o nimero x*—1 deve ser

Comox? —1=(x—1)(x+1), a equacdo x* — 1 =0 equivale a:
x—1=0 ou x+1=0.

Istoe: x=1 ou x=-—1.

Portanto, x* — 1 # 0 para todo ntmero real x diferente de 1 e —1.

2
Conclusao: § x2 + : é um numero real para todo numero real x diferente
x —
del e—1. Isto e,
2
1
X1 cR e xeR—{1,-1}.
x2 — 1

e) Verifique que para todo

—eQ,n>0,valel™™ =1.
]!
Solucéo:

-Im/n_ _ (-I T‘I‘l.] 1/n _ -I]f"':n' _ _I I

Como todo numero real x pode ser aproximado por fracoes co
arbitrarios de precisao, obtemos a propriedade (iii) que enunciam
1*=1, paratodox € R.

Observacao:

Sejam x um numero real e r um numero real positivo, entao:

™ =1comr>0 se,esomentese, r=1 ou x =0

Essa relacdo é muito importante e serd de grande utilidade na resolugéo de
diversas equacbes em que a varidvel aparece no expoente de expressdes. A

validade da expressao anterior se verifica da seguinte maneira:



eser=1,entao r* = 1* = 1, pela propriedade (iii) .
e se x =0, entdo r* =% = 1, pela propriedade (i), pois v > 0.
Reciprocamente, vejamos que, se r* =1, entao r =1 ou x = 0.

e Ser*=1ex #0,0ndmero x ' & um namero real diferente de
zero. Elevando ambos os lados da igualdade v = 1 ao expoente x',
. . —1 _
obtemos a igualdade equivalente: () = 1% "

Como 1¥ ' = 1 pela propriedade (i), e (r*)* ="' =+ =1, pela

propriedade (vi), concluimos que: r=1.

e Agora, se ™ =1 e r > 0 é diferente de 1, devemos analisar os
casos:

r>1 ou O<r<l.

Casor > 1: se x > 0, usando as propriedades (vii) e (iii), temos

1 =1*> 1= 1, um absurdo. Logo, x nao pode ser positivo.

Se x < 0, entao —x > 0 e usando as propriedades (vii) e (iii), vemos

quer > =>1>*=1.
1 1
Comor ™ =— = 7= 1, chegamos ao absurdo T =r7* > 1.
L

Portanto, x nao pode ser negativo.

Assim, a Unica alternativa que resta a x é a de ser igual a zero.

Caso 0 < r < 1l:sex >0,entao 1 = 1* < 1* = 1, em virtude das

propriedades (vii) e (iii). Logo, x nao pode ser positivo.

Se x < 0, entao —x > 0. Usando de novo (vii), (iii) e ™ = % = %

1, obtemos 1 = r > < 17 = 1. Desse absurdo, vemos que x nao pode ser

um numero negativo.

Logo, para que r* seja igual a 1, a Unica alternativa para o humero x

é x = 0, finalizando assim o nosso argumento.

Resumindo: Ser,x e Rer > 0, entao:

r*=1comr >0se, esomentese, r=1oux=20.




Exemplos:
- 1 x3—4
a) Resolva a equagéo (xz 4 _) 1.
Solucgéo:
Como a base da poténcia é positiva, a identidade vale se, e
somente se, x* + % =Tloux®—-4=0.

: : , 1 , S . /2 2
A identidade x* + 7 =1 equivale a x* = 5> ou seja, x = \7 ou x = —\/7.
Além disso, x> —4 = 0 se, e somente se, x = V/4.
_ _ - V2 V2
Portanto, as solugoes da equacao proposta sao x = —- oU x = —3 ou

x = V4.
b)
Para quais valores de x > 0 vale a identidade x* =17
Solucéo:

Sabe-se que a identidade vale quando a base x € igual a 1 ou o expoente de

X é igual a zero com a base positiva. Portanto, x > 0 e x* = 1 apenas quando x = 1.

c)
Para quais valoresx € R, x > —1, valeque (x +1)' =17

Solucéo:
Como x > — 1, a base x + 1 é positiva. Logo, a igualdade verificada se, e
somente se, a base x + 1 é igual a 1 ou 0 expoente x — 1€ igual a zero. Ou seja se, e

somente se, x + 1 =1 ou x — 1= 0. Portanto, temos duas solu¢des: x =0 ou x = 1.

d) Encontre as solu¢des no intervalo de ( - «, 3) da equacao

(9 — 2x)Tx — 1 =0.

Solucgéo:

Observe que



(9 — 2x)T7> = 1.

C
Como x < g temos 9 — 2x > 0. Logo,

9 2x=1lou X —o.
T+ x
A igualdade 9 —2x = 1 equivale a9 —2x +2x — 1 =14 2x — 1, ou seja,

8 = 2x e, portanto, x = 4.

A expresséao % € igual a zero se, e somente se, o numerador € igual a
zero, sendo o denominador nao-nulo.

Ouseja,1—x =0, istoé, x =1.

Note que 9 —2 x 1 =7 #£0.

Portanto, as solugdes da nossa equagao sao x = 4 ou x = 1, ambas

contidas no intervalo (—oo, g].

3.6- Expressdes numeéricas

Uma expressdo na qual aparecem numeros reais, operagdes entre 0sS
nameros e sinais convencionais de organizacdo da ordem das operacfes € o que
chamamos de uma expressao numerica real ou, simplesmente, expressao numérica.

As expressbes numeéricas podem ser definidas através de um conjunto de
operacfes fundamentais. Para resolver expressées numéricas efetuamos
primeiramente as poténcias e as raizes (na ordem que aparecerem), em seguida as
operacles de multiplicacéo e divisdo, na ordem em que estas estiverem indicadas, e
depois adicbes e subtracdes.

Em expressdes que aparecem sinais de reunido: ( ):parénteses, [ |
colchetes e { }: chaves, efetuam-se as opera¢Bes eliminando-se, na ordem:
parénteses, colchetes e chaves, isto é, dos sinais interiores para 0os exteriores.

Quando a frente do sinal de reunido estiver o sinal negativo, trocam-se todos
0s sinais dos termos internos.

A expressdo numeérica e, geralmente, o equacionamento da solucdo de um
problema que se esteja resolvendo. Assim, diante de uma expresséao algébrica, o
objetivo € resolvé-la, achando o nimero real que a representa ou realizar operacdes

para simplifica-la.



Exemplos:

a)2+[2-(3+2)-1]1=2+[2=(5)-1]=2+[2=-5-1]=2
+[2-6]=2+[4]=2-4=-2

B)2+{3-[1+(2-5+4)]+8)=2+{3—[1+(-3+4)]
+8)=2+(3-[1+(1)]+8}=2+{3-[2]+8}=2+{3—
2+8)=2+{9 =11

O2-[3%4:2-2(3=-1)p+1={2-[12:2=2(2)]
+1={2-[2:2-2(2 )P+ ={2-[6-4])+1={2—
R +1={2-2}+1={0}+1=1

d)8—[-(6+4)+ (3—-2-1)] =resolva primeiro os parénteses.
-[F10+(1-1)=
—[-10 + 0] =resolva os colchetes.
— [~ 10] = faca o jogo de sinais para eliminar o colchete.
8+10=18

O valor numeérico da expressao é 18.

e)—62:(-5+3)-[-2.(-1+3-1)2-16:(—1 + 3)3 = elimine os parénteses.

—-62:(-2)—-[-2.(2-1)2-16: 22 = continue eliminando os parénteses.
—-62:(-2)—[-2.1-16: 22 =resolva as poténcias dentro do colchetes.
—-62:(-2)—[-2*1-16: 4] =resolva as operacdes de multiplicacéo e divisdo
nos colchetes.

-62:(-2)-[-2-4]=

— 62 : (- 2) — [~ 6] = elimine o colchete.

- 62 : (- 2) + 6 = efetue a poténcia.

31 + 6 = 37 efetue a adicao.

O valor numérico da expressao é 37.

f)

{—2\F+K +\F—%)x3+52]+2}><r
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3.7- Relacdo de ordem entre numeros reais

A representacdo dos nameros reais sobre uma reta orientada aparecem de
forma organizada possibilitando comparar a ordem de grandeza de dois numeros
por suas posicoes.

Ao fazermos a representacdo dos numeros reais sobre uma reta horizontal
eles crescem, da esquerda para a direita e, logicamente, decrescem da direita para
a esquerda. Se a reta, representando 0s numeros reais, fosse posicionada
verticalmente, a representacdo dos numeros reais seria crescente para cima e
decrescente para baixo.

Considere 0s numeros reais representados sobre a reta real orientada

conforme figura 1 abaixo.

¥

L1k A

3 4

—e . . —o—e
]

-2 -1 0

Figura 1 — NUmeros reais sobre a reta



Dados dois numeros reais a e b representados sobre a reta dizemos que a<b,
para significar que o sentido que vai de a para b coincide com a orientagéo da reta.
A expressdo a < b é uma desigualdade e |é-se “a € menor do que b”.

Observando a Figura 1, conclui-se que

—ll<—2, 0<i, —2< —1.

Se a < b, equivalentemente, podes-e escrever que b > a, |é-se “ b é maior do
que a”. As notagdes x <y e z 2 w sao permitidas entre os numeros reais X, y, z € w.

A expresséo x <y indica que o numero x € menor do que ou igual ao numero
y. A expressao z = w mostra que o numero z € maior do que ou igual a w.

A relacdo de ordem introduzida nos numeros reais apresenta algumas
propriedades. Para o enunciado das propriedades considerar que a, b e ¢ sao
numeros reais arbitrarios.

P.1: Entre dois nimeros reais a e b apenas uma das trés possibilidades ocorre:
a<b ou a>boua=h.

Como identificar entre dois niameros reais qual deles é o maior ou menor?

1° caso: Os numeros possuem sinais contrarios. Exemplificando: a € negativo e b é

positivo. Nesse caso, o numero negativo € menor (a < b).

2° caso: Um dos numeros é zero. Exemplificando: a = 0. Nesse caso, a < b se b for

positivo ou a > b se b for negativo.

3° caso: Os numeros possuem o mesmo sinal. Nesse caso precisamos considerar a
expansao decimal.

Supor , inicialmente, que a e b sdo positivos. Entéo:

(=g, A1 doadyg ...y ..., E):bg._. blbgbg...bn”,

Nessas expansfes estamos supondo a possibilidade que a partir de um certo
indice todos os digitos sejam nulos. Nessa situacdo, a < b se uma das seguintes
situacOes antecerem:

1) ap < by ou 2) existe um numero natural £ tal que ag = by, a; =

E)l_._ N ¢ | :bk—L e ap < bk.



Exemplo: 3,0125< 3,01312111...

Por outro lado, se a e b forem negativos, entao:
= —dp, Ay do Qg ... Ay ..., b: —bo, blbgbg...bn...

Nessas expansdes considerando também a possibilidade de que a partir de
certo indice todos os algarismos sejam nulos. Nessa situacdo, a < b se uma das

seguintes situacdes acontecerem:

1) ap > by ou 2) existe um ntmero natural k tal que ag = by, a; =

bi, ..., ap_1 = br_1 e ap > bg.

P.2: Sea<beb<centdoac<c.

Exemplo: —13<5 e 5<25 — -13<25.

P.3:Sea<bentdoa+c<b+c.

Obs.: P.3 é util para resolver inequacoes.

Exemplo:

Determinar todos os valores inteiros que satisfazem a desigualdade x —12 < -9.
Solucéo:

X=12 < -9 ->5x-12+12< -9+12 > x<3.

Logo, os valores séo x=2,1,0,-1,-2,-3, ....

P.4.Sea<bec>0entdoa.c<b.c.
Obs.: Multiplicando ambos os membros de uma desigualdade por um ndmero

positivo, a desigualdade permanece.
Exemplo: —250 <-32 —--250.2 <-32.2 —--500 <-64

P.5:Sea<bec<0Oentdoa.c>b.c.

Obs.: Multiplicando ambos os membros de uma desigualdade por um ndmero
negativo, a desigualdade inverte de sentido.

Exemplo: -250 <-32 - -250.(-2)>-32.(-2) — 500 > 64



3.8- Intervalos reais
Intervalo é qualquer subconjunto de nimeros reais definido através de uma
desigualdade.

i) Intervalo aberto de extremo a e b.
Ja,b[ = {xER|a<x<b}
Exemplo: |7 .9 = {xEIR| 7<x<9}

ii) Intervalo fechado de extremos a e b.
[a,b] = {xER|agxgb}
Exemplo: [7 ,9] = {xER| 7 €xg 9}

WA @———— (=]
7 9

iii) Intervalo fechado a esquerda e aberto a direita de extremos a e b.
[a,b[ = {xER|agx<b}
Exemplo: [7 ,.9[ = {xER| 7€x< 9}

—&\V\ WO * R
7 9

iv) Intervalo aberto a esquerda e fechado a direita de extremos a e b.

Ja,b] = {xER|a<xgb}
Exemplo: |7 ,9] = {x€ER| 7<xg 9}

—_— AANAAAANS s IR
7 9

V) Intervalos Infinitos

a) Intervalo de — « até n , fechado em n.
]-00 ,n]={xER| x<n}
Exemplo: |- 0, 9] = (xERI| x<9}

' l.l .) "J"l“‘\) .j l"'l IV l |I|J‘ Il". . IR
9



b) Intervalo de — «~ até n, aberto em n.
-0 .n[={xER| x<n)
Exemplo; |- o0, 9[ = (xER| x<9}

c) Intervalo de n até + « , fechado em n.

[n,+0[={xER| x2n}
Exemplo: [9,+00 [ = (XERI| x29}

d) Intervalo de n até + « , aberto em n.
In,+0[={XxER| x>n)
Exemplo: ]9 ,+0 [ = (xER| x>9}

Observacdes:
a) Na representacdo geométrica de um intervalo (reta real), a bolinha vazia indica
gue o intervalo € aberto e que o elemento ndo pertence ao conjunto. Ja bolinha

cheia indica que o intervalo é fechado e o elemento pertence ao conjunto.

b) Para representar que o intervalo € aberto podemos usar ( )ou ] [.

c) Na definicdo de um intervalo, o numero que fica no extremo esquerdo é menor
gue o namero que fica no extremo direito. Assim, ]2, 6 [ € umintervalo, mas ]6, 2 [

nao tem sentido.

d) Se a € um numero real pode-se usar 0s simbolos — © e + « para expressar

intervalos infinitos.

e)Usando o recurso de representar subconjuntos da reta por intervalos, podemos

escrever: |—wo, +o [=( = +o ) =],



Exemplos:

b)

d) Representar graficamente os intervalos :

(—3,-2), [-1,0), (1,2] e |3,

LD =T

3.8.1- Operacdes com Intervalos

As operacbes de Unido, Intersecdo e Diferenca de intervalos obedecem as
mesmas definicbes dadas para operagcdes com conjuntos, sendo que,
preferencialmente, devem ser feitas através da representacdo geomeétrica desses
intervalos.

a) UNIAO DE INTERVALOS - E o intervalo formado por todos os elementos que

pertencam a um dos intervalos ou ao outro intervalo.

Exemplo:
Sejam os intervalos A = [1, 3]; B = [2, 5). A unido desses intervalos sera

representada graficamente:



&
Pow

AUB

1

Logo,AUB=[1,5)

b) INTERSECAO DE INTERVALOS - E o intervalo formado pelos elementos
comuns aos dois intervalos.

Exemplo:

Sejam os intervalos A = [2, 5) e B = [3,. 6). A intersecdo desses intervalos sera

representada graficamente:

A 2 3
L ] o]
B 2 ¢ &
ANB . A
3

Logo,ANB=[3,5)

c) DIFERENCA DE INTERVALOS (A - B) - E o intervalo formado pelos elementos
gue pertencem ao intervalo A mas que nao pertencem ao intervalo B.

Exemplo:

Sejam os intervalos A = [0, 3] e B = [1,5]. A diferenca A — B sera o intervalo [0, 1).
Observe que a extremidade 1 ficou aberta na resposta por pertencer ao intervalo B
e, pela definicdo, a diferenca A — B deve ser formada apenas pelos elementos que

estdo no intervalo A mas NAO ESTAO no intervalo B.



A-B . 2 &

O 1

Logo,A-B=]0,1)

3.9- Inequacdes de uma variavel real

Inequacdes sao expressdes em que aparecem numeros, desigualdades e
uma variavel frequentemente representada por x. A inequacédo define todos os
valores reais que podem ser assumidos pela variavel.

Resolver a inequacéo é explicitar o subconjunto de numeros reais no qual a
variavel pode assumir valores, de modo que a inequacdo seja satisfeita. A
linguagem dos intervalos € muito Uutil para expressar o conjunto solucdo de uma
inequacao.

Exemplos:
Encontre o conjunto solucdo das inequacdes abaixo.
a) 6 — 2x < 8x

Solucéo:

6 —2r <8r=06<8r+2r=6< 10x

6

10

L

r=x =

|

(b i

Logo o conjunto solucéo dainequacgéo é

3
S=<zrzelR, z>-% =

L3
=

3

c.jlr:,o
Z

b)-x2+x>-6

Solucgéo:



Multiplicando ambos os da inequacao por — 1 e invertendo o sinal da desigualdade,

a inequacao é equivalente a

¥ rx<b=2—2-6<0.

Resolvendo a equacéo do 2° grau x2 — x — 6 = 0, encontramos

A=b —dac=(-1)>—4-1-(—=6)= A =25.

—b+vVA 1+25 1+5
PTr = — — .

2a 2 2

Logo:

T, =3 e 19 = —2.
Sabendo que

¥ —z—6=(x—3)(z+2).
Assim, a inequacado que precisamos resolver &

(z—3)(z+2) <0.

S=(—00,3)N(-2,0) =(-2,3).

c) Para que valores reais de x a desigualdade abaixo faz sentido e é verdadeira.

1 1
— > 0.
r—1 r—+1

Solucéo:
Primeiramente € preciso que x # 1 e x # —1 para que facam sentido as fragdes
gue aparecem na desigualdade. Podemos escrever:
1 1 z+l—(z—-1) 2

.?S—l_:?::—i—l_ (1?—1)(I+1) - (37_1)(1:_%1) > 0.




Para que a desigualdade seja verdadeira é suficiente que

(z—1)(z+1)>0.

—00 -1 +1 +oe
(2 — 1) - - 4
(x4 1) - + +
(z—1)(z+1) -+ — +

S = (=00, —1) U (1,00) = R — [-1,1].

3.9.1- Proposicao Sobre Desigualdades de Niumeros Reais

Sejam a e b nimeros reais positivos. Entdo a < b se e somente se a2 < b2,

Prova: Em simbolos, a proposicao garante que para niimeros reais positivos
aeb
a<b = a><l?.

Outra maneira de escrever a equivaléncia é
2 g2
a—b<0 <= a*—-b"<0.
Veja como ainda podemos melhorar o retrato de nossa equivaléncia:

a—b<0 < (a—b)(a+d) <0.

A proposicao traduzida na forma desta ultima equivaléncia pode agora

ser provada.

Como a e b sao positivos, entao temos mais uma informacao:
a+b=>0.
Isto deixa evidente que
a—b<0 = (a—b)(a+d) <0

e que

(@a—b)(a+b) <0 = (a—b)<0.



3.10- Mdédulo de um Nimero Real

Dado um numero real x, 0 médulo x, representado por | x |, € definido por

x se x>0
r|=4 —x se x <0
0 sexz=0

Exemplos:

— 1 1 1
V2/=v2, |—-=|l=-(-=)== e |0|=0.

3.10.1- Propriedades basicas do médulo

i) Para um numeroreal x, | x|20e | x| 2 x.

Comentarios:

Propriedade 1. Retorne com atencao a definicao de médulo de um numero
real. Veja que na coluna apds a chave estao escritos niimeros positivos nas
duas primeiras linhas e o niimero zero na terceira linha. Isto mostra que o
modulo é sempre positivo ou nulo. Isto é |z| > 0 para qualquer z. Também

se x for positivo entao |x| = z e no caso de = negativo ou nulo entao |z| > =.

ii) Se x, y sdo numeros reais entdo | X,y | =|x|.]|y].
Comentérios:

Propriedade 2. Veja que se um dos niimeros « ou y for nulo, entao a ignaldade
é verdadeira. Precisamos mostrar, portanto, a validade da igualdade nos ca-

sos em que x #= 0 ey = 0.

xy | - - + +




Para a primeira coluna temos que -y < 0. Logo, |z -y| = —z -y =
z- (~y) =l - Iyl

Para a segunda coluna temos que x -y < 0. Logo, |z -y| = —z -y =
(—2) -y =] - yl.

Para a terceira coluna temos que z-y > 0. Logo, |z-y| =z -y = |z|- |y|.

Para a quarta coluna, temos que =z -y > 0. Logo, |z -yl =z -y =
(=2) - (=y) = |z| - [yl.

iii) Se x, y sdo numeros reais e y # 0, entao

T

Y

Iz

-yl

3.10.2- Caracterizacdo Geométrica do maodulo
Para caracterizar geometricamente o modulo de um numero sera usada a
representacdo dos numeros reais sobre uma reta. Na reta abaixo foram localizados

0S numeros reaisxey, com x>0ey<O0.

- 4 >3
y 0 x IR
Como x> 0, entdo |x| = x. Por outro lado, como y <0, entdo |y| = -.

|X| e |y| representam, respectivamente, a medida da distancia de x até a

origem O ou de y até a origem O.

iv) Sejam x e y numeros reais representados geometricamente na reta real.
Entdo |x —y| =d (X,y), em que d(x,y) significa a distancia do ponto x ao ponto y, ou

d(x.y) é o comprimento do segmentos cujos extremos S840 0S pontos x e .

Prova:

Xx=y| =d(x,y),comx<oey>0.

*——i ®
x 0 y

Como z < 0ey >0 entao z —y < 0. Logo

r—yl=—(r—y)=y—z=y/ + |z



3.11- Desigualdade triangular

Proposicdo: Sejam a e b numeros reais quaisquer. Entédo|a+b |<|a|+|Db]|.

Prova: Deve-se observar que a desigualdade vale se um dos nimeros ou os dois
séo nulos. Vamos demonstrar a validade de a desigualdade triangular examinando
as varias possibilidades de sinais para os numeros a e b.

sinaldea sinal del

caso 1 + +
caso 2 - -
caso 3 + .
caso 4 - +

Caso 1:a>0eb>0. Neste caso a+ b >0 e podemos escrever
|la+b|=a+b=]a|+|bl|istoé |a+b|=]a|+]|b]|,

0 que prova a desigualdade triangular no caso 1.

Caso 2:a<0eb<0. Neste caso a+ b <0 e entao,
la+b|=-(a+b) =-a+(-b)=|a|+|b|istoé, |a+b|=|a]|+]|b],

0 que prova a desigualdade triangular no caso 2.

Caso 3: a > 0 e b < 0. Neste caso temos que trabalhar com duas

possibilidades: a+ b =0 ou a + b < 0. Na primeira situacdo a + b = 0, escrevemos
a+bl=a+b=a—(-b)=|a] —|b.

Entao,

la+b| = |a| — |b| < |a| — [b] +2[b| = |a] + b].

Na segunda situacdo a + b < 0, escrevemos
a+bl=—(a+b)=—a+(-b)=—|a| +|b.
Logo,
a+b < —la|+2|a| + |b| = |a| + |b].



Em ambas as situacdes, a desigualdade é verificada.
Caso4:a<0eb>0
A prova do caso 4 é muito parecida com a do caso 3. Basta trocar a com b.

A desigualdade triangular pode ser expressa de outras maneiras. Por
exemplo:

Para quaisquer numeros reais a e b valem as desigualdades a seguir:
)lal-|bl=<la-Db]
i)|b|-lal<|a-b]

Prova i:
la|=|a—b+4+b] < |a—>b|+|b|.
Logo
la| — |b] < la— b
Prova ii:
A desigualdade basicaé|a+b|<|a|+]|b]|.
Noteque |b|=|b—-a+a|<|b-a|+]a].
Logo,

|b|-lal=|b-a|=]a-b]|

3.12- Inequacdo com modulo
Exemplos:
a) Determine o conjunto de nimeros reais, tais que | x + 1 | < 5.
Solucéo:
Usando a definicAo de modulo, essa desigualdade corresponde a duas
desigualdades: x+1 <5 e—-(x+1)<5.Ouseja,x<4ex>-6.Logo, o conjunto

solucédo é S = (- 6, 4).

b) Determine o conjunto solucdo da inequacéo | x—1|> 6.
Solucéo:
A desigualdade € equivalenteax—-1>6 e—(x—1) > 6.
Ou seja, X > 7 e x < - 5. Portanto, o conjunto solucdo é formado pela unido de

dois intervalos abertos infinitos: (—~,—5) U (7, + = ).



c) Determine o conjunto solugdo da inequacédo | x+1|<|x—-1].
Solucao: Precisamos identificar todos os numeros reais x tais que a distancia até — 1
€ inferior & distancia até 1.
1°caso: x>1
Neste caso,x+1>0ex—-1>0eaequagaosetornax+1<x—-1-1<-1,

0 que € um absurdo.

2°caso: -1 x =<1
Neste caso,x+1=20ex—-1<0eaequagdosetornax+1< — (x — 1) >

2x<0—x<0.Logo,-1=< x <0 é asolugéo.

3°%caso: x<-1

Neste caso, x+1<0ex—-1<0eaequagao setorna—(x+1)<—(x-—1).
Ou seja, — 1 < 1. Logo, todo x < — 1 verifica a desigualdade. Juntando as
possibilidades do 2° e 3° casos temos que S =[-1,0) U (—»0,— 1) = (-~, 0) é a

solucdo.

d) Resolva |2x+1]|<3.

Solucéo:

—3<2X+1 <3 >-4<2x<2->-2<x<1.
S=(-2,1)

e) Resolva |[4x-3| > 5
Solucéo:
4x—-3>5 5> x<-1/20uU4x—-3<-5-5x>2

S={x € IR/ x< -1/2 ou x>2}

Exercicios Propostos

1) Resoiver em R as inequacoes abaixo:
a) 13x-21<4 b) l2x -3l <1
c) 14 -3xl <5 d) 13x +4|l €0
e) l2x + 4] <-3 f) 12,\:—1!5‘3
gl Isx + 4l =4 h) 12 - 3x| =1



2) Resolver as inequacoes seguintes em R:

a) Ix2 - 6x + 51 <1 b) Ix2 - x - 4|l >2
c) Ix2 -5xl =26 d) Ix2-3x -41 <6
2X-3 X+1 <
e) ‘3x—1|>2 fl Il2x-1v\2
Respostas

1) a)S={xEIR|-—§-<x<2}

bl s={xER|1<x<2}
c) S={x€IR|-—;—<x€3}

d s ={- %}

e) S=¢

f)l s={x€RI|x<-1 ou x >2}
g S={xER|x<- % ou x>0}

h)S-—-{xEIRle%ou x =1}

5y ‘@ s={xER|1<x<2 ou 3<x<4}
b S={x€ER|x<-2 ou -1<x<2 ou x>3}
c) S={xERIx<€-1 ou 2<x<3 ou x>6}
ds=-{xER|-2€<x<1 ou 2<x<5}

e)S={x€IR|-%<x<—§-e x;ﬁ%}

f) S={x€|R|x<1Eou x 21}

Unidade 4- Funcdes
Dados os conjuntos A e B, uma fungéo f:A — B é uma lei que associa cada

elemento x € A a um Unico elemento y = f(x) € B.



A= daminio da funcao f
B= centradominio da funcao f

Funcao é uma expressdo matemética que relaciona dois valores pertencentes
a conjuntos diferentes, mas com relagdes entre si. A lei de formag&o que intitula uma
determinada funcdo possui trés caracteristicas basicas: dominio, contradominio e
imagem. Essas caracteristicas podem ser representadas por um diagrama de
flechas

Observacgdes:

Dominio (D): Conjunto A (conjunto de partida).

Contradominio (CD): Conjunto B (conjunto de chegada).

Imagem (Im): Conjunto constituido pelos elementos do contradominio (conjunto B)

gue possuem correspondéncia com o dominio (conjunto A).

O conjunto dominio possui algumas caracteristicas especiais que definem ou
ndao uma funcdo. Todos os elementos do conjunto dominio devem possuir
representacdo no conjunto do contradominio. Caso isso ndo ocorra, a lei de

formacé&o ndo pode ser uma funcao.

E funcdo : Todos os elementos do dominio possuem um dnico correspondente no

contradominio.

Ndo é uma funcéo: Existe elemento do dominio ndo possui correspondente no

contradominio.



Gréfico de uma fungéo f:A - B
Exemplo:

A =1{12,3,4,5,6}

B =1{0,2,4,6,8,10,12}
F(x) ={(x,y) EAX B/ f(x) = 2x}

1) Paridade das funcbes

Seja Aumconjuntotalquex €A - —x € Aeafungédo f:A — B.

fépar - f(—x) = f(x),Vx € A - o gréfico é simétrico em relacdo ao eixo
OY (eixo vertical), pois (x,y) € f -» (—x,y) € f.

Exemplos de funcbes pares:




f(x) = x2 ) = x|

/

f(x) = 2x

f(x) = x|
f éimpar - f(—x) = —f(x),Vx € A - o grafico & simétrico em relagdo a origem,
pois (x,y) € f - (—x,—y) € f.
Exemplos de funcbes impares:

1
f(x) =;
fx) =x°
fl)= —x°

Observacoes:



Definicdo: Uma funcéo f € denominada par quando f(x)=f(-x), para todo

x do Dom f.

Definicdo: Uma funcéo f € denominada impar quando f(x)=-f(-x), para

todo x do Dom f.

No entanto, ha funcdes cujos graficos ndo possuem essas caracteristicas.
Exemplo: f(x) = Inx.

o

4.1- Tipos de Funcdes

Seja afuncéo f: A — B.
i) Funcéao Sobrejetora

A funcdo f € denominada de sobrejetora quando todo elemento de B esta
associado a pelo menos um elemento de A, ou seja, quando o0 conjunto imagem é
igual ao contradominio dessa funcédo. Utilizando diagramas para representar essa

funcao, todo elemento de B recebe seta.

i) Funcéao Injetora



A funcao f € denominada de injetora quando elementos distintos de A estéo
associados a elementos distintos de B. Utilizando diagramas para representar essa

funcdo, ndo ha elemento de B que receba mais de uma seta.

iii) Funcao Bijetora
A funcdo f € denominada de bijetora se, e somente se, for sobrejetora e
injetora. Todo elemento de B estd associado a um unico elemento de A. No

diagrama todo elemento de B recebe uma Unica seta.

/’ LY ” — — - / \

. \‘. g i \'.

f \ g — f "|
v \ - - — |
et [ ») '
B ' pa— - L |
| ® % l| /
\ I — o —t—— /

p \
\ 0"/ \ /

Exemplos:

1) Considere trés funcdes f, g e h, tais que
e Afuncéao f atribui a cada pessoa do mundo, a sua idade.
e A funcéo g atribui a cada pais, a sua capital.
e A funcao h atribui a cada numero natural, o seu dobro.

Pode — se afirmar que, das funcdes dadas, sdo injetoras

A) f,geh.
B) feh.

C) geh.

D) Apenas h.
E) nda.



Solucdo:
Sabemos que numa funcdo injetora, elementos

distintos do dominio, possuem imagens distintas, ou
seja:

X1 1 X2 =} f()ﬁ) 1 f(XQ:} .

Logo, podemos concluir que:

f ndo & injetora, pois duas pessoas distintas podem ter
a mesma idade.

g € injetora, pois ndo existem dois paises distintos com
a mesma capital.

h €& injetora, pois dois numeros naturais distintos
possuem os seus dobros também distintos.

Concluimos que a alternativa correta € a de letra C.

2) Seja f uma funcao definida em R (conjunto dos namero reais) tal que f(x — 5) = 4x.
Nessas condi¢des, pede — se determinar f(x + 5).

Solucdo:
Vamos fazer uma mudanca de variavel em f(x - 5) = 4x,
da seguinte forma: x-5=u\x=u+5

Substituindo agora (x - 5) pela nova variavel u e x
por (U + 5), vem:
flu)=4(u+ 35)\f(u) =4u + 20

Ora, se f(u) = 4u + 20, teremos:
f(x + 5) = 4(x+5) + 20 \ f(x+5) = 4x + 40

iv) Funcao Constante

Toda funcéo f:IR - IR na forma f(x) = k,comk € R é denominada funcéo
constante. Em uma funcéo constante, todos os elementos do dominio terdo sempre
a mesma imagem.

Exemplo:
fx)=—3



Nesse exemplo, a constante k possui o valor — 3. Observando os pontos
(-2,-3), (0,-3) e (4, — 3) destacados no grafico, pode — se ver que eles possuem
abscissas diferentes, no entanto, todos os trés possuem a mesma ordenada. O
gréfico de qualquer funcéo constante definida de IR - IR ser4 sempre uma reta

paralela ao eixo OX, que passa pelo ponto (0,K).

Exemplos:
¥ i
b ¥h
o ’I 0 ';
b
[ b=0 ]
" be0 |
¥
Bwrrimie: B = R
o x Imagem:lm = {b}
[ =0 ]

Diagrama de Flechas da Funcédo Constante



’f

Dominio Contradominio

Imagem: Constante, ou seja, sempre a mesma.

v) Funcéo Composta

Dados os conjuntos A, B e C e as fungbes f: A — B definida por y = f(x) e
g:B — C definida por z = g(y), denomina — se fungdo composta de g com f a fungéo
h = (gof):A — C definida por z = (gof)(x) = g(f(x)).

Exemplo:

Sendo f e g duas funcgdes tais que fog(x) = 2x + 1 e g(X) = 2 — X, entéo f(x) é
A)2-2X

B) 3 —3x

C)2x-5

D) 5 — 2x

E) nda

SOLUCAOQ:

Sendo fog(x) = 2x + 1, temos: fl[g(x)] = 2x + 1
Substituindo g(x) pelo seu valor, fica: f(2 - x) = 2x + 1
Fazendo uma mudanca de variavel, podemos escrever
2 - X =u, sendo u a nova variavel.

Portanto, x =2 - u.

Substituindo, fica:
fluy=22-u)+1\flu)=5-2u

Portanto, f(x) = 5 - 2x, o que nos leva a alternativa D.

vi) Funcao Inversa



Dada uma funcéo f: A — B, se f € bijetora, entdo define — se a fungéo inversa
f ! como sendo a funcdo de B em A, tal que f ' (y)=x.

Veja a representacao a seguir.

f(x) =y
160 = %

Observa — se que

a) para obter a funcéo inversa, basta permutar a s variaveis x e y.

b) o dominio de f "* é igual ao conjunto imagem de f.

c) o conjunto imagem de f ~* é igual ao dominio de f.

d) os graficos de f e de f "' sd0 curvas simétricas em relacdo a reta y = x, ou seja, a

bissetriz do primeiro quadrante.

Exemplo:

a) Determine a inversa da funcdo definida pory = 2x + 3.
Solucéo:

Permutando as variaveis x e y, fica: x=2y + 3.

Isolando y em funcéo de x, vem: 2y =x —3 -y = ? , que define a funcao inversa

da funcao dada.

O grafico abaixo representa uma funcéo e sua inversa.
y‘l




Observa — se que as curvas representativas de f e de f ~! sdo simétricas em

relacdo a reta y = x, bissetriz do primeiro e terceiro quadrantes.

4.2- Fungéo Polinomial do 1° Grau ou Fungé&o Afim

Func&o Polinomial de 1° grau, f: & - I&, tal que f(x) = ax + b, em que a e b#0.
a: coeficiente angular

b: coeficiente linear.

s . . . b
Grafico: reta que intersecta o eixo y no valor de b e o eixo x no valor de — .

| uo'] :uo'j
Deminio: 0 = R

Irmugern: i = R

Exemplos:
Nfx)=2x+1(a=2,b=1)
2)f(x)=-x+4 (a=-1,b=4)
3)f(x)=1/3x +5(a=1/3, b =5)
4)f(x)=4x (a=4,b=0)
Valor Numérico de uma Funcéo Afim
Na funcéo f(x) = 5x + 1, determinar.
a) f(-1)=5.(-1)+1 =-4
b) f((3)=5.3)+1=15+1=16

4.2.1 - Raiz ou zero da Funcéao Afim
Raiz ou zero da funcéo € o valor de x para o qual a funcéo é igual a zero.
Y=1f(x)=0
Observacoes:

e Para a funcao afim, o zero da fungdo é dadoporax+b =0 — x= —Z.

e No caso da funcéo linear y = ax, o zero da funcdo é x = 0.

Exemplos:

1- Obtenha o zero da fungéo f(x) =2x-5.



5

fix) =0= 2x=-5=0 = x=

5
Logo, a raiz da funcao, ou zero, € igual a >
2- Calcule a raiz da fungéo g(x) = 3x + 6.

gx)=0= 3x+6=0 =}‘~}(=—§ = x=-2
Logo, a raiz da funcao é igual a - 2.

3- Calcule a abscissa do ponto em que o grafico de h(x) = — 2 x + 10 corta o eixo das

abscissas.

O ponto em que o grafico corta o eixo dos x € aquele
em que h(x) = 0, entdo:

h(x)=0= -2x+10=0 =x=5

Logo, o valor de x para que a funcao toque o eixo das
abscissas e igual a 5.

4.2.2- Crescimento e Decrescimento
As funcdes afim f(x) = ax + b e a linear f(x) = ax podem ser crescentes ou
decrescentes.

Se a > 0: a funcéo é crescente.
Se a < 0: afuncéo é decrescente.

¥ ¥

7N

L a<0

fé crescente fé decrescente

4.2.3- Estudo do Sinal da Fungéo Afim
Seja f(x) = ax+ b, estudar o sinal de uma funcédo qualquer é determinar os
valores de x para 0s quais y € positivo, 0s de x para 0s quais y é zero e o0s valores

de x para os quais y é negativo.



a0 fécrescente a < 0. f é decrescente

y y
£ \\
// . ’(_.'(}_\0 f(x.)-,o i \\
-”/+++i++++ LR R L) LT N
tjeo P \°[ | /g
. 7ern 7ern \. f(.\')(()
Exemplos:

1) Determine o intervalo das seguintes funcdes para
que f(x)>0, f(x) = 0 e f(x)<0.

a) y=f(x)=x+1

X+1>0 » x>-1
Logo, f(x) sera maior que 0 quando x>-1

x+1=0 » x=-1
Logo, f(x) sera igual a 0 quando x=-1

Xx+1<0 » x<-1
Logo, f(x) sera menor que 0 quando x<-1

b) y=f(x)=-x+1

*x+1>0 » -x>-1 » x<1
Logo, f(x) sera maior que 0 quando x<1

-X+1=0 » x=1
Logo, f(x) sera igual a 0 quando x=1

x+1<0 » x<-1 » x>1
Logo, f(x) sera menor que 0 quando x>1

(*Yao multiplicar por -1, inverte-se o sinal da
desigualdade)



Resumo:
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4.3- Funcéo Polinomial do 2° Grau ou Funcédo Quadratica

Chama — se funcdo quadratica, ou funcdo polinomial do 2° grau, qualquer
funcdo f:IR - IR, da forma fx) = ax2 + bx + ¢, em que a, b e ¢ sdo nimeros reais,

coma#0.

Exemplos:

1)f(x) =3x2—-2x+5,emquea=3,b=-2 ec=5.
2)fx)=x2 —3,emquea=1,b=0ec=-3.

3) f(x)=x2+6x+5,emquea=1,b=6ec=5.

4) f(x)=—x2+4x,emquea=-1,b=4ec=0

5 f(x)=—5x2,emquea=-5,b=0ec=0.



4.3.1- Gréfico

O grafico de uma funcéo polinomial do 2° grau, y =ax*+ bx+ c,coma#0, é
uma curva denominada parabola.
Exemplo:

Construir o grafico da fungéo y = x2 + x.

JLF |
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1 1 B f
2 | 4 a |
i 5'::'.2_'_21_2 "'!":1u:i::'
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1 5 AN 0 oo
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2 6 -+-1]
Observacao:

Ao construir o grafico de uma funcdo quadratica, nota — se que
e Se a>0, a parabolatem concavidade voltada para cima.

y

£

N |
\\ X

=]

e Se a<0, a parabolatem concavidade voltada para baixo.
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4.3.2- Raizes ou Zeros da Funcao Quadratica
Denominam — se raizes ou zeros da Funcdo Polinomial do 2° Grau
f(x)=ax?+bx + c, a # 0, os numeros reais X tais que f(x) = 0. Esses zeros podem ser

determinados utilizando a formula

_ —bix’bﬂ —4ra-c
2'a

X

A quantidade de raizes reais de uma funcdo quadratica depende do valor

obtido para o radicando A = b* — 4.a.c, chamado discriminante.

e uando L positivo (A> 0), a funcdo tem duas
raizes reais e distintas e a parabola corta o
eixo x nesses dois pontos;

e quando Ae zero (A= 0), a funcdo tem dois
Zzeros reais e iguais e a parabola corta o eixo x
em um unico ponto;

e quando g negativo (A< 0), a funcdo nao tem
nenhum zero real e a parabola nao corta o eixo
X.

4.3.3- Estudo do Sinal da Funcédo Quadréatica

—— a>0 a<0

A<D /\
+ + +

o |
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Vértice: V=(— i}

O vertice da parabola € ponto maximo quando a < 0.
O vertice da parabola é ponto minimo quando a >0.

4.4- Fungéo Modular

A funcdo modular € uma funcdo que apresenta o modulo na sua lei de
formagdo. De maneira mais formal, podemos definir fungdo modular como: f(x) = |x|

ouy = [x].

7x) = | x, sex =0
l-x,sex <0

O grafico da funcdo modular é a reunido de duas semirretas de origem O que
séo bissetrizes dos 1° e 2° quadrantes.

Im=R+ D=R

4.4.1- M6dulo ou Valor Absoluto de um namero
O modulo (ou valor absoluto) de um numero real x que se indica por |x| €
definido da seguinte forma
{ x,sex =0
X =
—x,sex <0
O moédulo de um numero real é sempre positivo ou nulo, ou seja, o
mdédulo de um numero real nunca € negativo. Geometricamente, 0 moédulo de um

namero real x é igual a distancia do ponto que representa na reta real a origem.



Distancia de 1 até 0 é 1 unidade de medida — [+1| =1

-2 -1 0 1 2

\ | I | I
N _/
_‘v_

Distancia de - 2 até 0 é de 2 unidades de medida — |-2| =2

A J

Observacoes:

e Se [X] <a, xdeve estar entre —a e a, ou seja, [x] <a— —a<x<a.

— S —_) =
I
=t [/

BN

e Se |x| > a, x deve estar a direita de a ou a esquerda de — a, ou seja,
x| >a— x>aoux<-a.

——) O

=i [}

Exemplos:
a)[5|=5
b)|-3|=3

4.4.2- Equacdes Modulares
Denomina — se equacdo modular toda equacdo que contém a incognita em
um maodulo.
Exemplos:
a) Resolver a equacgéao |x2 — 5x| = 6.
Solucéo:
Caso 1l: x>— 5x=6

X2—5x—-6=0—-x=6ex=-1

Caso2:x2— 5x=-6

xX2— 5x+6=0—->x=3ex’=2
Resposta: S={-1, 2, 3, 6}
b) Resolver a equagéo |x — 6| = |3 — 2x]|.

Solucéo:

Cas01l:Xx—-6=3-2x—>X+2x=3+6 ->3x=9 —>x=3



Caso02:x—-6 = —(3-2X) >Xx—-6=-3+2Xx > X-—2Xx =-3+6 > —x= 3 —
Xx= -3

Resposta: S={-3,3}

c) Resolveraequacdo |[X|=7—>x=70ux= — 7.

d) Resolver a equagcao |[x+1|=5.

Solugéo:

Casol:x+1=5—->x=5-1 - x=4.
Caso2:x+1 = -5-5x=-5-1 -Xx =—6.
Resposta: S={-6,4}

4.4.3- Inequagdes Modulares
Uma inequagédo serd denominada como modular se dentro do modulo
aparecer uma expressao com uma ou mais incognitas.
Exemplos:
1) |x| =6
Utilizando a seguinte definicdo: se |[x| < a entdo, — a < X < a, temos que:

-6=x<6.

6
~6 »
—0

_' ._
6 6

S={XE€ER/-6=<x56}

2) x=7]<2

Utilizando a seguinte definicdo: se |X| < a entdo, —a < x < a, temos que:

—-2<x=-7<2
—2+7<x<2+7
5<x<9

S={xER/5<x<9)



3) [x2-5x|>6
Precisamos verificar as duas condigdes:
|x| >aentdo,x <—aoux>a

|Xx| <aentdo,—a<x<a

Fazendo |x| > a entdo, x<—aoux>a
X?>—5x>6

X>-5x-6>0

Aplicando Bhaskara temos:

x'=6

x”=-1

Pela propriedade:
X>6
x<-1

Fazendo |x| <aentdo,—a<x<a
X>—5X<—-6

X2—-5X+6<0

Aplicando Bhaskara temos:
x'=3

x”=2

Pela propriedade:
X>2
Xx<3

S={x€ER/x<-lou2<x<3o0uXx>6}.

4.5- Funcédo Exponencial
4.5.1- Introducao
Funcado exponencial é toda funcdo que contém varidvel no expoente, ou seja,

X

€ uma funcdo do tipo f(x) = a%, a > 0 e a # 1, em que o0 numeroaé

denominado base.

f:R—>Rtalquey=a’” sendoquea>1loulO<ac<l.
Uma funcdo pode ser representada através de um grafico, e no caso da
exponencial, temos duas situacdes: a > 1 e 0 < a < 1. Observe como os graficos sédo

constituidos respeitando as condic6es propostas.



a>1 O0<a<1

Exemplos:

A figura abaixo mostra os graficos das fungdes f(x) = 2* e g(x) = 10"

g(x) = 10

f(x) = 2°

r:_":-yl

e Assim como todas as funcdes do tipo f(x) = a* , ambas as funcdes passam
pelo ponto (0,1).
e f(x) =a* é crescente se a> 1 e decrescente se 0 <x< 1.

e Funcdes exponenciais sdo sempre positivas: a* > 0, Vx.

Uma funcao exponencial é utilizada na representacéo de situacfes em que a
taxa de variacdo é considerada grande, por exemplo, em rendimentos financeiros
capitalizados por juros compostos, no decaimento radioativo de substancias
guimicas, desenvolvimento de bactérias e micro-organismos, crescimento

populacional entre outras situacoes.

Exemplos:

1-Uma determinada maquina industrial se deprecia de tal forma que seu valor, t
anos ap6s a sua compra, é dado por v(t) = vo * 2 %% em que v, é uma constante
real. Se, ap6s 10 anos, a maquina estiver valendo R$ 12 000,00, determine o valor

gue ela foi comprada.



Temos que v(10) =12 000, entao:
v(10) = v * 2 702
12 000 = vo * 2 2
12 000 =vo * 1/4
12000:1/4 =vg
Vo =12 000 * 4
Vo =48 000
A maquina foi comprada pelo valor de R$ 48 000,00.
2- Suponha que, em 2003, o PIB (Produto Interno Bruto) de um pais seja de 500
bilhdes de délares. Se o PIB crescer 3% ao ano, de forma cumulativa, qual seré o
PIB do pais em 2023, dado em bilhdes de délares? Use 1,03% = 1,80.
P(X) = Po * (1 + i)'
P(x) = 500 * (1 + 0,03)*°
P(x) = 500 * 1,03%°
P(x) =500 * 1,80
P(x) = 900
O PIB do pais no ano de 2023 sera igual a R$ 900 bilhdes.
4.5.2- Grafico da Funcédo Exponencial
Temos dois casos a considerar:
e (uando a>1

e quandoO<acx<l1

Exemplos:
1) y=2* ,com a>1

X 2 -1 0 1 2
y 174 172 2 4
"
4 /
7
g
/
H—A i
Y r i
Wi i
-_{- L b A _iv.i,__._’
-2 -1 0 x; 1 x32 x
2) y=(¥%) ,com0<a<1
X 2 1 0 1 2

y 4 2 1 1/2 1/4
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4.5.3- Equacao Exponencial
E toda equacéo cuja incognita esta no expoente de uma poténcia.
a't = a2 -x;=x, coma>0ea#1.
Para resolver equacdes exponenciais, devemos realizar dois passos
importantes:

1°) reducéo dos dois membros da equacao a poténcias de mesma base.
29) aplicacdo da propriedade: a" =a" - m=n

Exemplos:
a) 3*=81
Solucéo:

Como 81=3", podemos escrever 3" = 3*
E dai, x=4.

b) 9*=1

Solugéo:
9¥=1- 9°=9” - Logo x=0.



3\ * 81
() = 7

Solugéo:

3B (373 (3) (2]
[4] 256 (4] 44 [4 {4]
Logo x = 4.

d) 3* = V27

Solugédo:
4/33 2

3¢ =4/27 = 3* =437 = 3* =37 :logo x:%

e) 2 3X—1=322X

Solucéo:
23:—1 — 322:: — 23:—1 - {25)2: N 231—1 - 21Dx
Dai: 3x—1 =10, de onde x = —%

f) Resolva a equacdo 3% — 6.3~ 27 =0

Solucéo:
Vamos resolver esta equacao através de uma

transformacao:
326.3-27=0 — (3)-6.3=-27=0

Fazendo 3"=y, obtemos:

y2-6y—27=0
Aplicamos Bhaskara encontramos y'=-3 e y"'=9.
Para achar o x, devemos voltar os valores para a
equacao auxiliar 3"=y, logo:

y'=-3 — 3*=-3 nao existe x', pois poténcia de base positiva é posifiva
y'=9 —» 3 =9 - I =32 5 y¥'=2

Portanto a solugcdo é x = 2.

4.5.4- Inequacéao Exponencial



E toda desigualdade cuja incégnita estd no expoente de uma poténcia. A
resolucdo de uma inequacao exponencial podera ser dada através das propriedades
da potenciagao.

Antes de resolver uma inequagédo exponencial, deve-se observar a situacéo
das bases nos dois membros, caso as bases sejam diferentes, reduza-as a uma
mesma base e, em seguida, forme uma inequacdo com os expoentes. Deve — se

observar as regras dos sinais:

e Caso a > 1, mantenha o sinal original.
e CasoO<acx<l1l,invertao sinal.

a1 < a2 - x, < x, se a>1 (f(x) é crescente)
a’r < a2 - x;> x, se 0<a<1l (f(x) € decrescente)

Exemplos:
a)2* =128

Por fatoracdo, 128 = 2’. Portanto: 2*22’ — como as bases s&o iguais e a > 1,
basta formar uma inequagcéo com os expoentes. x 2 7.

S={xeR | x=27}

b)

Nesse exemplo as bases ja sédo iguais. Porém, é necessario observar que 0 < a < 1.
Diante dessa condicao, inverte-se o sinal. Fala — se

X> 2.
S={x€eR|x>2}
c)4+4>5. 2%

Perceba que, por fatoracdo, 4= 2%*e 2%é o mesmo que (2°)2. Reescrevendo a
inequacao, temos:

(22+4>5.2
Chamando 2* de t, para facilitar a resolucéo, ficamos com:
t?+ 4 > 5t

t?—5t+4>0
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Aqui temos uma inequacao de 2° grau, em que deve ser feito o estudo dos
sinais. Ao resolver, vocé encontrara A = 9, ;=1 e t;, = 4. Como a > 0, a
concavidade da parabola ficard para cima. Isso significa que, como estamos
procurando valores que tornem a inequacao positiva, ficamos com:
t<lout>4.

Retornando a variavel inicial:

t=2"

<1 —» 22<2° > x<0 lembre-se que todo nimero elevado a 1 é igual
ao préprio numero, e que todo nimero elevado a zero é igual a 1.

2*>4 —»2°>22 »  x>2

S={x€eR|x<0oux>2}

4.5.5- Resolugéo de Problemas envolvendo Fungdo Exponencial

1) Suponhamos que a populacdo de uma certa cidade seja estimada, para daqui a x
Jfx)= ZO—i*IOOO

anos, por 2" . Determine a populacéo referente ao terceiro ano.

Solucéo:

J(x)

(ZO—E%j*lOOO
1

[20—~—J*1000
8

1601

JSix)

f(x>=[

f(x)z%g*moo

J*IOOO

15%8.000.000
f(x)z)T

J(x)=19.875 A populacao referente ao 3° ano é de 19.875 habitantes.

2) Numa certa cidade, o nimero de habitantes, num raio de r km a partir do seu
centro é dado por P(r) = k * 2%, em que k é constante e r > 0. Se ha 98 304
habitantes num raio de 5 km do centro, quantos habitantes ha num raio de 3 km do
centro?

Solucéo: P(r) = k * 2%

98304 =k*2%°
98 304 = k * 215
98 304 =k * 32 768
k =98 304 / 32 768
k=3
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Calculando o numero de habitantes num raio de 3 km
P(r)=k*2"

P(3)=3*2%°

P(3)=3*29

P((3)=3*512

P(3) = 1536

O numero de habitantes num raio de 3 km € igual a 1536.

3) Suponha que, em 2003, o PIB (produto interno bruto) de um pais seja de 500
bilhdes de doblares. Se o PIB crescer 3% ao ano, de forma cumulativa, qual sera o
PIB do pais em 2023, dado em bilhdes de délares? use 1,03 = 1,80.

PX)=PO*(1+1)"

P(X) = 500 * (1 + 0,03)%®
P(X) = 500 * 1,03%°

P(X) = 500 * 1,80

P(X) = 900

O PIB do pais no ano de 2023 sera igual a R$ 900 bilhdes.

4) Em uma xicara que ja contém certa quantidade de acucar, despeja-se café. A
curva abaixo representa a funcdo exponencial M(t), que fornece a quantidade de
acucar nao dissolvido (em gramas), t minutos apés o café ser despejado. Pelo
grafico, podemos concluir que

a) M(t) — 24—t/75
b) M(t) — 24—t/50
C) M(t) — 25—t/50
d) M(t) — 25—t/150

Solucgéo:

. Para o ponto (0,16), temos:
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M(0) = 16 = 2*

o Para o ponto (150,4), temos:
M(150) =4 = 22 = M(O).Zk - 24.2k — 24+ k — 24-2 — 24. 150/75

M(t) — 24 -t/75

5) Uma determinada maquina industrial se deprecia de tal forma que seu valor,
t anos apdés a sua compra, é dado porv(t) = vo* 2 %% em que voé uma
constante real. Se, apés 10 anos, a maquina estiver valendo R$ 12 000,00,
determine o valor que ela foi comprada.

Solucgéo:

Temos que v(10) = 12 000, entao:
V(10) = vO * 2 10

12000 =v0*2~?

12 000 =vO0 * 1/4
12000:1/4=v0

vo=12000*4

Vo =48 000

A maquina foi comprada pelo valor de R$ 48 000,00.

6) A populacdo de bactérias de uma cultura € dada pela expressao:
N(t) = 1200 . 2°4

a) Apos 5 horas qual sera a populacéo de bactérias dessa cultura?

N(5) = 1200 . 2°4°
N(5) = 1200 . 2°
N(5) = 1200 . 4

N(5) = 4800 bactérias
b) Em quanto tempo a populacao sera igual a 76800 bactérias?

76800 = 1200 . 2°%

76800/1200 = 2°*

64 = 2°*

2% = 2°% (cancelamos as bases e resolvemos a equacéo que esta no expoente)

6 = 0,4t
t=6/0,4
t = 15 horas

7) Seja f : R — R uma funcéo definida por f(x) = a * 3°, em que a e b s&o constantes
reais. Dado que f(0) = 900 e f(10) = 300, calcule k tal que f(k) = 100.



Solugéo:

f(0) = 900

f(x) = a * 3™
f(0) = a * 3"
900=a*1

900 = a

a =900

f(10) = 300

f(x) = a * 3"
f(10) = a * 3'%
300 = 900 * 3%
300/900 = 3'®
1/3 = 3P

3—1 = 310b
10b=-1

b =-1/10
b=-01

f(k) = 100

f(x) = a * 3™
f(k) = 900 * 370k
100 = 900 * 370
100/900 = 370
1/9 = 370

971=30%



32=g%k
~0,1k=-2
0,1k =2

k =20

O valor de k na funcdo exponencial de acordo com as condi¢des fornecidas é 20.

8) Em determinadas condi¢Bes, o numero de bactérias de uma cultura cresce em
?

funcdo do tempo, obedecendo & seguinte funcio 2{)=3* . Considerando t medido
em horas, determine a quantidade de bactérias nessa coldnia apds 2 dias.

Solucéo:

2 dias = 48 horas

?
B(t)=35
43

B(48)=3¢
B(48)=73°
B(48) = 6561

Ap0s dois dias a colbnia tera 6561 bactérias

9) Apds o inicio de um experimento o numero de bactérias de uma cultura é dado
pela expressdo: N(t) = 1200.2°4

Quanto tempo apods o inicio do experimento a cultura tera 19200 bactérias?
N(t) = 1200.2°4

N(t) = 19200

1200.2°* = 19200

2°* = 19200/1200

20,4t =16

20,4t — 24

04t=4

t=4/0,4

t=10h

A cultura terd 19200 bactérias ap6s 10 h.

10) Sob certas condi¢des, o numero de bactérias B de uma cultura , em funcao do
temo t, medido em horas, é dado por B(t) = 2"*2. Qual sera o nimero de bactérias 6
dias ap6s a hora zero?

6 dias = 6 * 24 = 144 horas



B(t) = ot12

B(144) = 2
B(144) = 212
B(144) = 4096 bactérias

144/12

A cultura tera 4096 bactérias.

4.6- Funcéo Logaritmica

4.6.1- Introducéao

Toda funcédo definida pela lei de formacéo f(x) = logax, coma#1ea>0é
denominada funcdo logaritmica de base a. Nesse tipo de funcdo o dominio é
representado pelo conjunto dos nimeros reais maiores que zero e o contradominio,
0 conjunto dos reais.

Exemplos de funcdes logaritmicas:

f(x) = logax
f(x) = logsx
f(x) = l0ga2x
f(X) = logsx
f(x) = loga(x — 1)
f(x) = logosx
Notacéo:

logaritmando

w
ogb=cea=>b
e r
base logaritmo
In: logaritmo neperiano,in b = logb,e = 2,71

log, b logaritmo decimal, log b = log b

Definicéo: log,b = ¢ »a“=b ,parab >0,a>0e a# 1 ( Condigdo de
existéncia de um logaritmo).

Consequéncias da definigcéo:



log,1 =0
log,a=1
log,a™ =n
log,b=log,c & b=c
Dominio da Funcdo Logaritmica
Dada a fungéo f(x) = logx-2) (4 — X), temos as seguintes restrigdes:
1)4-x>0—->—-x>-4->x<4
2)X=2>0—>x>2
)x—-2#1 >x#1+2 > x#3

Realizando a interseccao das restricdes 1, 2 e 3, temos o seguinte resultado:
2<x<3e3<x<4.

Dessaforma,D={x € R/2<x<3e3<x<4}

4.6.2- Grafico de uma funcéao logaritmica

Para a construcao do gréfico da funcao logaritmica deve — se estar atento a duas situagées:

e a>1
e O<ax1

Para a > 1, temos o grafico da seguinte forma:
Funcéo crescente

A
4
) 0g..x
0 1 x)

Para 0 <a < 1, temos o grafico da seguinte forma:
Funcao decrescente



4.6.2.1- Caracteristicas do gréafico da funcéo logaritmicay =logax

v O grafico esta totalmente a direita do eixo y, pois ela é definida para x > 0.
v Intersecta o eixo das abscissas no ponto (1,0), entdo a raiz da funcdo € x = 1.

v Note que y assume todos as solugbes reais, por isso dizemos que a
Im(imagem) = R.

Através dos estudos das funcdes logaritmicas, chegamos a conclusao de que

ela é uma funcéo inversa da exponencial. Observe o grafico comparativo a seguir:

yn y“
y=a* : a*
1 y=
1 X 1 X
y=log,x
y=log,x
0<a<t
a>1

Podemos notar que (x,y) esta no grafico da fungédo logaritmica se o seu
inverso (y,x) esta na fungédo exponencial de mesma base.



4.6.3- Propriedades Operatérias dos Logaritmos
Os logaritmos possuem inumeras aplicacdes no cotidiano. A Fisica e a
Quimica utilizam as func¢bes logaritmicas nos fendmenos em que 0s numeros

adquirem valores muito grandes, facilitando os calculos e a construcao de graficos.

i) Logaritmo de um produto
loga (X . y) =logaX +10gay

Exemplo:
log2(32 . 16) = 109232 + 109216 =5+4 =9

i) Logaritmo de um quociente

logax/y =l0gax — logay

Exemplo:
logs(625/125) = 1095625 — logs125=4-3 =1

iii) Logaritmo de uma poténcia

logax" = m.logax

Exemplo:
logs81%=2.l0ogs81=2.4=8

iv) Logaritmo de uma raiz

m m
log, Vx™ = log, xn — - Jdogg x

Exemplo:
8

2
log, V162 = log, 163 = Z.log, 16 = =. 4 = =

v) Mudanca de Base




Exemplo:

g log8 090309
> log5 0,69898

log 1292

4.6.4- Equagdes Logaritmicas

Uma equacéo logaritmica apresenta a incognita na base do logaritmo ou no
logaritmando ou em ambos.

Lembrete: log, b = x = a* = b, com “@” — base do logaritmo, b— logaritmando e
x— 0 logaritmo.

Exemplos:
a) logz(x +5) =2
Solugéo:

Condicéo de existéncia: x+5>0 - x> -5

logs(x+5) = 2 — x+5 = 32 — x=9-5 — x=4

Como x=4 satisfaz a condicdo de existéncia, entdo o
conjunto solucao € S={4}.

b) log,(log,x) =1

Solugéo:
Condicao de existéncia: x > 0 log, x >0

log. (logy x) = 1; sabemos que 1 = log, (2), entdo log,
(logs X) =10g, (2) > logs x =2 — 4° =x - x=16

Como x=16 satisfaz as condicdes de existéncia, entédo
0 conjunto solucéo & S={16}.

c)loga(x+1)=2

Condicéo de existéncia: x+1>0
x>-1

log, (x+1)=2
22=x+1
X=4-1
x=3



d) log: 2x +4 =logs3x + 1.

Solucdo: temos que

2x+4=3x+1
2x—-3x=1-4
-Xx=-3
Xx=3

Portanto, S={3}

€) log;5x+ 2 =3.
Solugéo:
5x +2=3°
5x + 2 =27
5x =27 -2
5x =25
x=5
Portanto S = {5}.
f)
(log,x)*—3-log,x =4

Solucdo: Vamos fazer a seguinte mudanca de incégnita
log,x =y.

Substituindo na equacdo inicial, ficaremos com:

}!2—3y=4

ou

12 —

y —3y—4=0

A=(-3)?2—4-1-(—4)=25
_ —(=3)++v25

Y= -3

v=4ouy=-1

Como log, x = y, entdo:
log,x=4->x= 4*>x =256
Ou

1
10g4x=—1—>x=4‘1=z

Portanto, S= {i, 256}

9) log(2x + 3) +log(x + 2) = 2logx



Solucdo: usando as propriedades do logaritmo, podemos reescrever a equacdo acima da

seguinte forma:

log[(2x + 3)(x + 2)] = logx?

Note que para isso utilizamos as seguintes propriedades:

logx-y =logx +logy
logx™ =n-logx

Vamos retornar a equagao:

log[(2x + 3)(x + 2)] = logx?

Como ficamos com uma igualdade entre dois logaritmos, segue que:

(2x +3)(x + 2) = X*
ou

2X% + 4X + 3x + 6 = X°
2% - X2+ T7x+6=0

X2+7x+6=0

A=72—-4-1-6=25
—7++25 —-7+5
2 2

XxX=-loux=-6

X =

Lembre-se que para o logaritmo existir o logaritmando e a base devem ser
positivos. Com os valores encontrados para X, o logaritmando ficard negativo. Sendo

assim, a equacao ndo tem solugéo ou S = g.

4.6.5- Inequacdes Logaritmicas

E toda inequac&o cuja incognita esta no logaritmando, na base do logaritmo
ou em ambos.

Exemplos:

3) log,(z—1) <log,3



Condicao de existéncia:
X=1>0—- x>1 (Sy)

log,(z—1) <1ogy3 _, omo a > 1 mantém-se a direcao inicial do sinal.

Xx—1<3
X<4 (Sz)
S =S;N S, — asolucao final é a intersecao das solucdes 1 e 2.

S={xeR|1<x<4}

b)
log,(2z+1)<1

Condicao de existéncia:

1
2x+1>0-2x>-1-5x= 2 (S))

Veja que no 2° membro da desigualdade nao temos um logaritmo. Porém, podemos
escrever o0 numero 1 em forma de logaritmo, dessa forma igualando as

— 1
bases: 1= 19533 . A base 3 foi escrita intencionalmente, para se igualar a base do

logaritmo escrito no 1° membro. Reescrevendo a inequacao:

- 1
logy(22 +1)<10933" _, ;omo a > 1 mantem-se a direcdo inicial do sinal.

2x+1<3'52x<3-1
2x<2 - x<1.

S=S:NS; — asolugdo final é a intersecdo das solucbes 1 e 2.

1
S={xeR| 2 <x<=<1}

c)
logilz—7)>logl{3z+1)
2 2

CondigGes de existéncia:

x-7>0-x>7 (S1)

1
3X+1>053x>-1-5x> 3 (Sy)



log Ig (x—T)>log1(3x+1)
2 2

— como 0 < a <1 inverte-se a diregao inicial do sinal.
X-7<3x+1 —» x-3x<1+7

-2X<8-52x>-8—- x>-4 (S3)

S=S5,NS;,NS; —  asolugdo final é a intersecdo das solugbes 1, 2 e 3.
S={xeR | x>7}

Exercicios:

1- Dados log 2 = 0,301 e log 3 = 0.477, qual € o valor de log 12?

A) 0,043

B) 0,287

C) 0,567

D) 1,079
E) 2,778

2- Observe o gréafico abaixo que representa uma funcao logaritmica de base 2.

fix) 4

Qual é o valor de f(x)para x igual a 4?
A)l B)2 C)3 D)4 E)6

3- Qual ¢, aproximadamente, o valor de log 14?

A) 2,10

B) 1,70 Dados: log2=0,30 elog 7=0,85
C) 1,60

D) 1,15

E) 0,25

4- Qual € o valor aproximado de log 11 ?

A) 0,34 Considere: log 5=0,70 elog 11 =1,04
B) 0,67
C)0,73
D) 1,48
E) 1,74



5- A expressdo log, 6 + 2log, 5, equivale a

A) log,16  B)log,22 C)log,75 D)log,150 E)log,900

6- Qual é o valor de log, 9v27 ?

A9 B)5 C7 D)7/2 E)%

7- Qual € o valor da expressdo log, 16 — log,4 + log, 2 ?

Al B)2 C)3 D)10 E)11

8- Qual ¢ o grafico que melhor representa a fungdo inversa da funcao f: R —R*, definida por

f(x) =10 ?
Al

10)

C) y D} ¥4




9- Qual é o valor do pH de uma solugdo de acido sulfarico (H,SO4) com concentragdo
hidrogenidnica de 5. 103? Dados : log 2 = 0,30. pH = — log(H")

10- Um terremoto foi registrado em um sismégrafo com frequéncia de 2 Hz e amplitude de
3000 microns. Qual foi a magnitude desse terremoto? Classifique — o.
Dados: M =1log (A.f) +3,30 ;log2=0,30 ;log3=0,48

MAGNITUDE CLASSIFICAQAO
Menor que 2,0 Microterremotos — ndo séo percebidos
Em torno de 4,5 Terremotos fracos — percebe — se o tremor
Em torno de 5,3 Terremotos moderados
Acimade 6,0 Terremotos fortes — grande destruicao
Gabarito

1-D 2-B 3-D 4-D 5D 6-D 7-C 8-C 9-2,3 10-7,08 Forte.

Unidade 5- Trigonometria

A palavra Trigonometria € formada por trés radicais gregos: tri (trés), gonos
(dngulos) e metron (medir). Dai vem seu significado mais amplo: Medida dos
Tridangulos, assim através do estudo da Trigonometria podemos calcular as medidas
dos elementos do triangulo (lados e angulos).

Com o uso de triangulos semelhantes podemos calcular distancias
inacessiveis, como a altura de uma torre, a altura de uma piramide, distancia entre
duas ilhas, o raio da terra, largura de um rio, etc. A Trigonometria € um instrumento
potente de calculo, que além de seu uso na Matematica, também € usado no estudo
de fenbmenos fisicos, Eletricidade, Mecanica, Masica, Topografia, Engenharia entre
outros

A origem da trigonometria € incerta. Entretanto, pode-se dizer que o inicio do
desenvolvimento da trigonometria se deu principalmente devido aos problemas
gerados pela Astronomia, Agrimensura e Navegacdes, por volta do século IV ou V
a.C., com os egipcios e babilénios. E possivel encontrar problemas envolvendo a
cotangente no Papiro Rhind também uma notavel tdbua de secantes na tdbula

cuneiforme babilénica Plimpton 322.
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O astrdnomo Hiparco de Nicéia, por volta de 180 a 125 a.C., ganhou o direito
de ser chamado "o pai da Trigonometria" pois, na segunda metade do século Il a.C.,
fez um tratado em doze livros em que se ocupou da constru¢cdo do que deve ter sido
a primeira tabela trigonométrica, incluindo uma tédbua de cordas. Evidentemente,
Hiparco fez esses célculos para usa-los em seus estudos de Astronomia. Hiparco foi

uma figura de transi¢cao entre a astronomia babildnica e a obra de Ptolomeu.

5.1- Razbes Trigonométricas no Triangulo Retangulo
Em um triangulo retangulo chamamos o lado oposto ao angulo reto
de hipotenusa e os lados adjacentes de catetos.

Observe a figura:

Considere um triangulo retangulo BAC:

C _— _—
Hipotenusa: 5T m(EC) = a.

Catetos: AT m(ﬂc) =h.
AB m(4B8) =
Angulos: LBed

Tomando por base os elementos desse triangulo, podemos definir as seguintes

razdes trigopnométricas:
e Seno de um angulo agudo é a razao entre a medida do cateto oposto a esse angulo

e a medida da hipotenusa.

medida do cateto oposto

Seno = : :
medida da lipoteruza

Assim:
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P
sen O = —
a

C C
a a
b h
A [ B ,q' C B

Cosseno de um angulo agudo é a razao entre a medida do cateto adjacente a esse

sen B =

)
o

angulo e a medida da hipotenusa.

medida do cateto adjacente

Cosseno = : :
medida da hipotenusa
Assim:
s s b
cos H=— cog (= —
i &
c C
a a
b b
ol :
A C B A C B

Tangente de um angulo agudo € a razdo entre a medida do cateto oposto e a

medida do cateto adjacente a esse angulo.

medida do catete oposto

Tangente = . :
medida do cateto adjacente

[N
=S
SR



C
a b a
b
ﬂ-—| C B A ¢ B
Exemplo:
C
15
9
In
B 12 A
SEIIE\'=——E senCA"z_zi
5 5
cosﬁ:_:i cos(‘?:_:é
5 5
& 3 5 12 4
fo fi=—== o= — = —
TR g 3
Observacoes:

1. A tangente de um angulo agudo pode ser definida como a razdo entre seno
deste angulo e o seu cosseno.

Assim:

senf.i'=é=>b=a.sen_§
c

o o o
cosf=—=c=ag.cos &
b

tgngi:‘a{.senﬂi:senﬁi jtgﬁzsen;?
¢ ‘m.cosH cos B cos &

2. A tangente de um angulo agudo € um numero real positivo.



3. O seno e o0 cosseno de um angulo agudo sdo sempre nameros reais positivos
menores que 1, pois qualquer cateto é sempre menor que a hipotenusa.

As razbes trigonométricas de 30°, 45° e 60°

Considere as figuras:

12

45°

=]
A B

Triangulo  equilatero  de
quadrado de lado | e diagonal 12

13

lado | e altura 2

Seno, cosseno e tangente de 30°

Aplicando as definicbes de seno, cosseno e tangente para os angulos de 30°,
temos:

senBEl':‘:g:E.l:l

P24 2

143
3053D°=i=1ﬁ_ﬁ_l=£

i 2 h 2

!
tgguﬂzizﬁzi_ﬁzj

W3o2343 4343003

2

Seno, cosseno e tangente de 45°

Aplicando as definicbes de seno, cosseno e tangente’para um angulo de 45°,
temos:



Seno, cosseno e tangente de 60°

Aplicando as definicbes de seno, cosseno e tangente para um angulo de 60°,

temos:
Resumindo

X sen x COS X tg x

300 1 A3 A3
2 2 3

450 ~2 2 ]
2 2

60° 3 1 NG
2 2

5.2-Unidades de Medidas de Arcos
Grau: E a unidade usada quando dividimos uma circunferéncia em 360 partes

congruentes. Cada parte € um arco de um grau (1°).

Radiano: Um arco de um radiano (1 rad) é aquele cujo comprimento € igual ao raio

da circunferéncia.



De acordo com as relagbes entre as medidas em grau e radiano de arcos,

vamos destacar uma regra de trés capaz de converter as medidas dos arcos. Veja:

360° — 21 radianos (aproximadamente 6,28)
180° — 11 radiano (aproximadamente 3,14)
90° — 11/2 radiano (aproximadamente 1,57)

45° — 11/4 radiano (aproximadamente 0,785)

medida em | medida em

graus radianos
X a
180 'IT
Exemplos:

a) 270° em radianos

M° @

180 =
180z = 270x

b) 511/12 em graus

5_1[
i) ¥
180" =
_180*5x
12

900x
x=—
12=
a=75"

x*x

Ou 5. 180% 12 =900°/12 = 75°
5.3- Ciclo Trigonométrico
Considere uma circunferéncia de raio unitario com centro na origem de um

sistema cartesiano ortogonal e o ponto A=(1,0). O ponto A serad tomado como a

origem dos arcos orientados nesta circunferéncia e o sentido positivo considerado



sera o anti-horério. A regido contendo esta circunferéncia e todos os seus pontos
interiores, € denominada circulo ou (ciclo) trigonométrico.

_\enhdo positivo
‘/sentldo negativo
Inserindo os eixos x e y nesse circulo:

h

y r
anti-
horario
-
Qj‘ﬁ X

Os eixos OX e OY decompdem o circulo trigopnométrico em quatro quadrantes
que sdo enumerados como segue:

20. quadrante:

" 10. quadrante:
Abscissa: negativa y Abscissa:positiva
Ordenada: Ordenada:
positiva Il | positiva
90%<angulo<180° 0%<angulo<390°
30. quadrante: ; 40. quadrante:
Abscissa: negativa 1] I Abscissa: positiva
Ordenada: Ordenada:
negativa negativa
180°%<angulo<270° 270%angulo<360°

Os quadrantes sdo usados para localizar pontos e a caracterizacdo de
angulos trigonométricos.

y
90°|B
20 1o
A 0°lA X
180° 0 360°
32 49
270°IB



Por convencao, os pontos situados sobre os eixos ndo pertencem a qualquer

um dos quadrantes.

0 <

3n
2

Para todo ponto(x,y) pertencente a circunferéncia unitaria, temos:

~1<x<le-1<y<1.

Nos estudos trigonométricos existem arcos que possuem medidas maiores
gue 3609, isto é, eles possuem mais de uma volta. Sabemos que uma volta completa
equivale a 360° ou 21T, com base nessa informacdo podemos reduzi-lo a primeira
volta realizando o seguinte calculo: dividir a medida do arco em graus por 360° (volta

completa), o resto da divisdo sera a menor determinagao positiva do arco.

Exemplos:

a) Encontrar a primeira determinacgao positiva do arco de 4380°.

4380°:360° € correspondente a 4320° + 60°, portanto, o
resto da divisdo € igual a 60° que € a determinacao
principal do arco, dessa forma, sua extremidade
pertence ao 1° quadrante.

b) Qual é a determinacgdo principal do arco com medida igual a 1190° ?

1190°:360°, a divisdo possui resultado igual a 3 e resto
110, concluimos que o arco possui trés voltas
completas e extremidade no éangulo de 110°
pertencendo aoc 2° quadrante.



5.4- Linhas Trigonométricas

II Q y IQ

eixo das co-tangentes 11F cotg o D

Cco-5enos -1 O cOS o A E X

eixo dos
-1
IIT @ IV Q

2ix0 dos senos eixo das tangentes

Observacgdes:

P € o ponto de interseccao do lado extremidade do angulo com o arco que limita o
circulo trigonométrico.

O seno de a é a ordenada do ponto P.

O cosseno de a é a abcissa do ponto P.

C é o ponto de interseccdo do lado extremidade do angulo com o eixo das
tangentes.

A tangente de a é a ordenada do ponto C.

D é o ponto de interseccdo do lado extremidade do angulo com o eixo das
cotangentes.

A cotangente de a € a abcissa do ponto C.

Seno e Cosseno
O sinal de uma razao trigonométrica depende exclusivamente do sinal das
coordenadas do ponto associado ao circulo trigonométrico.

Paratodooa, -1 <sena <1



2° quadrante 1° quadrante

Y

an
o

3° quadrante 4° quadrante

-+

Paratodooa, -1 <cosa <1

2° quadrante 1° quadrante

Y

an
Nk

3° quadrante 4° quadrante

Reducao ao 1° quadrante

Angulos do 12 Quadrante - Angulos Complementares: ae 90°— «

(m.n) @
] 0
1

Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente associados a a e
a 90-a, sdo simétricos em relacdo a reta de equacdo y = x. Dai resulta que a
abcissa de um é a ordenada do outro e reciprocamente, isto €,

sen (90°— )= cos &
cos (90°—&)=sen &
tg (90°— &)= cotg &
cotg [90° - a)=tg &




Angulos do 2° Quadrante

e Angulos que diferem de 90°: a e 90° + «a

(m,n)

-1
A abcissa de Q é simétrica da ordenada de P, e a ordenada de Q € igual a
abcissa de P, isto &,

sen (90°+a)=cos &

cos (90°+a)=—sen o
tg (90°+ )= —cotg &
cotg 90°+a)=-tg &

e Angulos Suplementares: a e 180 — a

Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente associados
a a e 180°- a, sdo simétricos em relacéo ao eixo das ordenadas. Dai resulta que as
ordenadas de P e Q sédo iguais e as suas abcissas sdo simétricas, isto €,
sen (180°—)=sen &
cos (180°— )= —cos &
tg180°-a)=-tga
cotg (180°— a)= - cotg

Angulos do 3° Quadrante

e Angulos que diferem de 180°% a e 180 + a



Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente associados a a e
180 + a sdao simétricos em relacdo a O. Dai resulta que as suas ordenadas e as

suas abcissas sdo simétricas, isto €,

sen (180°+ )= —sen &
cos (180°+a)=—cos &
tg 180°+a)=tg @

cotg 180°+ &)= cotg &

e Angulos que somados valem 270% a e 270° — a

(mn)

sen (270°— &)= —cos &
cos(270°—o)=—sen &r
tg (270°- )= colg @
cotg (270° - a)=tg &



Angulos do 4° Quadrante

e Angulos que diferem de 270°% a e 270° + a

S @imn)

sen (270°+ &)= —cos e
cos (270°+ )= sen &

tg (270°+ a)= - cotg &
cotg (270°+ a)=-tg &

e Angulos simétricos: a e —a

-1
Os pontos P e Q do circulo trigonométrico, respectivamente associados a e
— a, sdo simétricos em relacdo ao eixo das abcissas. Dai resulta que as abcissas
de P e Q séo iguais e as suas ordenadas sao simétricas, isto €,
sen (—a)=—sen o
cos(—a)=cos&x
te(—al=—tg
cotg (— )= —cotg &

Valores de algumas razdes trigonométricas:



0° 30° 45° 60° 90°

sen 0 l 2 i 1
2 2 2
cos 1 W3 A2 l 0
2 2 2
tg 0 A3 1 3 A
]
cotg A V3 1 Rl 0
3

5.5- Relagdes Trigonométricas

Foérmula Fundamental
sen a +coxf @ =1
Foérmulas Secundarias

Sen o
tg =

COsLY

CORC 1
cotg & = =

sen tgo

—zec’ o

1+tg? = —
cos”

1+cotg® &= = cosec’ &

sen’ o
tg < cotger=1

1
sen a

cossec a =

seca =
cosa



Formulas de Adicao

sen (x T y)=sen xxcos y tsen yxcosx

cos(x+ y)=cosxxcos y Fsen xxsen y

_ tgxxigy 7
te (x+ yi= sty +km keZ
& {x y) 1+tg xxtg y J 2

_ cotg xxcotg y +1

+
cotg [+ ) cotg ytcotgx (xty=kmr,keZ)

Férmulas de Duplicacdo

sen (2x)= 2 X sen £ X coS X

cos (2x)=cos’ x—sen® x=1—2xsen’x =2xcos’x—1

2t
tg (h)_i [I#E+kﬁf‘\£+k—ﬁ,k62]

1—tg2.x 2 4 2
2 k
cotg= x—1 T
cotg (23)= =3 ”?kEZ]

Foérmulas de Bisseccao

X l1-cosx gSenx l-cosx
tg—==+ = = = cogecy —cotgx
2 I+cosx  1+cosx Senx



Formulas de Transformacao

i+ y

+
sen x tsen y = 2xsen "xayxcos

CO8.x +Co8 y = Zxcosx—;yxmﬂ x;y

TH Y gen 2

CO8 X —CO8 ¥ =—2xzen 5

Sen x Xsen y = %[cos (x— y)—cos(x+y)]

Sen X X Co8 ¥ = %[sen [x— y)+sen (I‘I‘J’)]

5.6- Fungdes Trigonométricas
Funcéao Seno

/’/ Py \‘}E\ senx = OP,
AN

f'/ I"" \ cosx = OP,

( o

\ /

| S

Grafico de y = senx

V4
1

O

A \ R

0 T N / X
2 N

sendide

12) O dominio de f(x) = sen x € R, pois para qualquer valor real de x existe um e
apenas um valor para sen X.

2%) O conjunto imagem de f(X) = sen x € o intervalo [-1,1].



3%) A funcdo seno nao é sobrejetora, pois [-1,1] # R, isto é, sua imagem nao é igual

ao contradominio.
43) A funcdo seno nao é injetiva, pois para valores diferentes de x temos o mesmo

f(x).

5%) A funcéo seno é funcdo impar, isto é, qualquer que seja x € D(f) = R, temos

sen x = —sen (—X).

Estudo do Sinal na Fung&o Seno

% vmlores de seno

+ |+

A funcao é positiva para valores dol° e 2° quadrantes e negativa para valores

do 3° e 4° quadrantes.

Funcédo Cosseno

-

o ———

/- P33 senx = OP,
. L cosx = OF,
|

=
o
v

\,

v

N 5 /" 3n m




12) A cossenoide ndo é uma nova curva, € sim uma senoide transladada T1/2
unidades para a direita. A maioria dos aspectos relevantes da fungéo cosseno séo
0s mesmos da fungéo seno.

22) O dominio € o mesmo: D =R

3%) Aimagem € a mesma: Im= [-1,1]

43) O periodo € 0 mesmo: p =2 Tr.

5%) A funcdo cosseno ndo é nem injetiva nem sobrejetiva.

62) A funcé@o cosseno é par, pois temos cos X = cos(— X).

Estudo do Sinal na Fungéo Cosseno

I

2
_— + valarea do

1t 0 cosseno
2n
- | +
S
2

A funcéo é positiva para valores dol1° e 4° quadrantes e negativa para valores

do 2° e 3° quadrantes.

Funcao Tangente

Grafico de y = tgx

A

27




13) Dominio: D=R - {x € R/ x =11/2 + k11, k € Z}.

2%) Imagem: Im = R.

3%) A funcao tangente nédo € injetiva, mas é sobrejetiva.
43) A funcao tangente é funcao impar, isto é, tg x = —tg(—x)
5%) Periodo: p = 1.

Estudo do sinal na Fungcédo Tangente

valores da
tangente

an)
P,

3r
2

A funcao é positiva para valores do 1° e 3° quadrantes e negativa para do 2° e 4°
guadrantes.

Funcdes Secante, Cossecante e Cotangente




Funcéo Secante

=
[ ]
=
)
I
I
=
Eal'

1° Dominio: D=R - {g +n.m, n € Z}.
2°Imagem: Im={y e R/y <1, ouy=-1}.
3° A funcdo y = secx € par, pois sec(-x) = sec(X)

Funcdo Cossecante

cossec X

w2 ® 3w/2 2m Ty

1° Dominio: D=R - {n.m, n € Z}.
2°Imagem: Im={ye R/y <-1,ouy= 1}.

3% A func@o y = cossecx € impar, pois cossec(-x) = -
cossec(x)



Funcéo Cotangente

4 cotg x
1
: R R 7 B i
-1

1° Dominio: D=R - {n.m, n € Z}.
2° Imagem: Im=R

3° A funcéo y = cotgx € impar, pois cotg(-x) = - cotgx

Unidade 6- Geometria Analitica
A Geometria Analitica baseia-se na ideia de representar os pontos da reta por
nameros reais, 0s pontos do plano por pares ordenados e 0s pontos do espaco por

ternas ordenadas de nimeros reais, € a interconexao entre a Geometria e Algebra.

6.1- Coordenadas em Uma Reta

Uma reta diz-se orientada quando sobre ela se escolheu um sentido de
percurso, chamado positivo; o sentido inverso chama-se negativo. Um eixo € uma
reta orientada na qual se fixou um ponto O, chamado origem. Todo eixo pode ser
posto em correspondéncia biunivoca com o conjunto R dos nameros reais. Cada
ponto X da reta corresponde a um numero real x, que é chamado de coordenada do

ponto X.

6.2- Distancia Entre Dois Pontos da Reta

Sendo x a coordenada de um ponto X e y a coordenada de um ponto Y, na

reta, temos que a distancia de X a Y € dada por:



dX, Y)=|x=-yl=ly-x]|
Exemplo: Dados x=9ey=4,tem—-se:
dX,Y)=|9-4|=]|4-9]
d(X,Y)=5
No caso particular em que Y =0, temos que d (X,Y ) =[x —=0]=[0 — x| é a

coordenada de X, ou seja d (X,0) =x.

6.3- Coordenadas em um Plano

Um sistema de eixos ortogonais num plano € um par de eixos OX e OY que
sédo perpendiculares e tém a mesma origem O. O plano munido de um sistema de
eixos ortogonais pde-se, de modo natural, em correspondéncia biunivoca com R?.
Assim cada ponto do plano faz-se corresponder o par ordenado (x : y) € R Indica-se
por R? o conjunto formado pelos pares ordenados (x , y) , em que x e y S&0 nimeros
reais. Os numeros x e y chamam-se coordenadas cartesianas de um ponto P, em

gue X é a abscissa e y € a ordenada de P.

6.4- Distancia Entre Dois Pontos do Plano
Sendo (xi, y1) as coordenadas de um ponto P; e (X2; y2) as coordenadas de

um ponto P», no plano, tem — se que a distancia de P; a P, é dada por:

d(Py, P,) = \/(xz —x1)%2+ (y; —y1)?

Exemplo:
Sejam A=(1; 6) e B=(5;9). Determine a distancia de A até B.

d(A,B) =(xg—x02+ (s —y)>? > J(E-12+(9-6)2 5>V42+32 -5+25=5

6.5- Equacéao da Reta

6.5.1- Condicdes de alinhamento de trés pontos
Se trés pontos, A(Xa, Ya), B(Xs, Y8) € C(Xc, Yc), estdo alinhados, entéo:
g ¥a 1
xp ¥y 1|=0
Xe ¥e |1
Para demonstrar esse teorema podemos considerar trés casos:

a) trés pontos alinhados horizontalmente



&Y
& B C
YaTV¥e Ve femm=me-- +———p———————— -+
L :
! 1 1
I 1 1
| 1 1
: | | %
1 1 1 .
0 XA )ﬁa XC

Neste caso, as ordenadas séo iguais: ya =Yg = yc € 0 determinante é nulo, pois a

22 e a 32 coluna sédo proporcionais.

b) trés pontos alinhados verticalmente

A
———————— 1(:
Yo !
|
|
1
I +4 B
B 1
y F————-— ——4 2
A I
|
| x
0 | >
oo 4
&= 'B= "¢

Neste caso, as abscissas sdo iguais: Xa = Xg = Xc € 0 determinante € nulo, pois a

12 e a 32 coluna sao proporcionais.

C) trés pontos numa reta ndo-paralela aos eixos
F % r




Pela figura, verificamos que os tridangulos ABD e BCE sao semelhantes. Entéo:

ALy DE - - - -
AL _EE AT X Vs fﬂiyc FYa _Ye“JVa
BE BUC xp=xp Ye~¥p Ao TXy  Kp Ty

Desenvolvendo, vem:

VYo =Yg Ve~ ¥ _

c 2 -2 A:’b’c_J’B)lzxs_xﬂ)_[xc_xﬂjbs_J’AJ_U:’
Yo —Xg Ay T Xy

= gV TRV TEpYVp T XV T XKaVa VXV, Y EXpVy Xy =0=

= xa¥p tXoVa YAV T XaVe ~XpVe ~xpya =0

Xy, Va1
Xg Vm W=z ¥a ¥ Xy Y XV ~ gV ~XpVy  XpVy
2, ¥. |
y ¥a ool
g ¥m 1/=0
entao |¥c Yo 1
Observacao: A reciproca da afirmacédo demonstrada é valida, ou seja,
Ry ¥a o1
g ¥p 1|=0

Zp Fo

se , entdo os pontos A(Xa,ya), B(xs,ys) € C(Xc, Yc) estdo alinhados.

6.5.2- Equacéao geral

Pode — se estabelecer a equacdo geral de uma reta a partir da condicdo de
alinhamento de trés pontos.

Dada uma retar, sendo A(xa, Ya) € B(xg, ys) pontos conhecidos e distintos
de r e P(x,y) um ponto genérico, também de r, estando A, B e P alinhados, podemos
escrever:

z v 1

Z, ¥u =0=-xpy,~xyy-yx, txy, tyx,+txy,=0=

Xy ¥ |
= [y yalrtlxg—xg) yHlxgys —xzp,)=0

Fazendo ya- Yys= @, Xs- Xa= b € Xays- Xgya=C, como a e b ndo séao

simultaneamente nulos (4= 5) , temos: ax + by + ¢ = 0.(equacédo geral da retar)
Essa equacdo relaciona x e y para qualquer ponto P genérico da reta. Assim, dado
o ponto P(m, n):

seam+bn+c=0, P éoponto dareta;



se am+ bn + ¢ =0, P ndo é ponto da reta.
Exemplos:
Vamos considerar a equacao geral da reta r que passa por A(1, 3) e B(2, 4).
Considerando um ponto P(x, y) da reta, temos:

z oy 1
1 3 1|=0=3x+2y+d-b6-dx—y=0=x-y+2=10
2 4 1

Vamos verificar se os pontos P(-3, -1) e Q(1, 2) pertencem a reta r do exemplo
anterior. Substituindo as coordenadas de Pem x -y + 2 = 0, temos:
3-(-1)+2=0=-3+1+2=0

Como a igualdade é verdadeira, entdo P = r.

Substituindo as coordenadas de Q em x -y + 2 = 0, obtemos:
1-2+2=0

Como a igualdade n&o é verdadeira, entdo Q #r.

6.5.3- Equacao segmentaria

Considere a reta r ndo paralela a nenhum dos eixos e que intercepta 0s eixos nos

pontos P(p, 0) e Q(0, g), com 2 =Y & a=0.

& v

20, o)

Plp, 0 ®

A equacdo geral de r é dada por:

x v 1
p 0 l=0=-—gx-py+pg=U=gx+tpy-—pg=0
0 q 1

Dividindo essa equacéo por pq “?¢ ™Y | temos:

VA . SN S R [
pg Pa P P g P g

{ equagic segmentart a da reta 1)




Como exemplo, vamos determinar a equacao segmentaria da reta que passa
por P(3, 0) e Q(0, 2), conforme o gréfico:

F' Y

La| e M Ty
+ Il
Bo = B

=

6.5.4- Equacdes Paramétricas

Sao equacdes equivalentes a equacédo geral da reta, da forma x= f(t) e y= g(t), que
relacionam as coordenadas x e y dos pontos da reta com um parametro t.

x=i+2

{ _ .te R
Assim, por exemplo, 1 =7¢+1

, S40 equacdes paramétricas de uma reta r.

Para obter a equacao geral dessa reta a partir das paramétricas, basta eliminar o
parametro t das duas equacoes:

X=t+2 =t=x-2
Substituindo esse valoremy = -t + 1, temos:

y=-(x-2)+1=-x+3= x+y-3=0 (equacdo geral de r)

6.5.5- Equacao Reduzida

Considere uma reta r ndo-paralela ao eixo Oy:

F %

c
b

Isolando y na equacgao geral ax + by + ¢ = 0, temos:



) [
By=-—ax-c=-—x-—
& &
cd C
——=M £ -—=4
Fazendo # b7 vemiy=mx+aq.
T cf
Chamada equacéao reduzida da reta, em que & fornece a inclinacdo da reta

em relacdo ao eixo Ox.

Quando a reta for paralela ao eixo Oy, ndo existe a equacao na forma reduzida.

Coeficiente angular

Chamamos de coeficiente angular da retar o nimero real mtal que: m = tg 6
(6#90°) .

O angulo # é orientado no sentido anti-horario e obtido a partir do semieixo

positivo Ox até a reta r. Desse modo, temos sempre 0 =& <

Assim:

e para 07< &< B0%m 20 (atangente é positiva no 1° quadrante)

e para 90°< #1807, m< 0 ( a tangente é negativa no 2° quadrante)
Exemplos:

) 907 < FCIE07 | £E obtuso
F Y,
I\\

By 07 < #8907, e agudo

A,

%

&

I'\
¥ <



o) = 90°

":-"
4 ()
) :
]
¥
4y &=0°
A
ol
>

Determinacao do coeficiente angular

a) o angulo # é conhecido

Vamos considerar trés casos:

‘Y

1]

F=A45 = m=igdit =1

/ &=a0"

F=60"= m=rgh0”= .3



\

TN

F=1200=m = tg120° = -3

b) as coordenadas de dois pontos distintos da reta sdo conhecidas: A(Xa, Ya) € B(Xs,

Ys)

_CB _ Y, ¥,
AT X,-X,
¥
o
0
Como 4= ( @ngulos correspondentes) temos que B 4

Mas, m =tg ¢ Entdo:
S R
K=y
Assim, o coeficiente angular da reta que passa, por exemplo, por A(2, -3) e B(-2, 5)
é:
_ Ye "V =5_(_3:' 8
Xy-X, -2-2 -4

M

c) a equacao geral da reta € conhecida

Se uma reta passa por dois pontos distintos A(Xa, Ya) € B(Xg, Yg), temos:
X T 1

¥, T, 1|=0

X, Ty 1

Aplicando o Teorema de Laplace na 12 linha, vem:



(YA - YB)X + (XB - XA)y + XaYa-XgYeg =0
Da equacéo geral da reta, temos:

{FA—FB=Q:>FB—FA=—Q

X,- X, =h
-1
¥.-F
=B T4
E _XA
R R ‘—u—"
Substituindo esses valores em 5 , temos:
)
H=-—
b
Exemplos:

1) Determinar o coeficiente angular e o coeficiente linear das retas abaixo.
a)y=8x-10

Coeficiente angular = 8

Coeficiente linear = - 10

b)y=—4x+12

Coeficiente angular = - 4

Coeficiente linear = 12
Céalculo do coeficiente angular

e & e | |
X, —X,

2) Determine o coeficiente angular e a equacdo da reta que passa pelos A(4, 12) e
B(0,4)
Solucéo:
1.° passo (célculo do m)
12-4

2 8
m—y‘ Vi om= =M=-=>m=2
X, — X, 4-0 4



2.° passo (equacao da reta)

mfy—‘-~x—'—:>2=y;3:2x=y—4:.2x—y—4=0

X, =X, X~

Equacao de umaretar, conhecidos o coeficiente angular e um ponto de r
Sejar uma reta de coeficiente angular m. Sendo P(Xo, Yo), P €1, e Q(x,y) um

ponto qualquer de r(Q ™ P), podemos escrever:

_ ¥ h
A-X,

e

=y =y = mx x5

Como exemplo, vamos determinar a equacéo geral da reta r que passa por P(1, 2),
sendo m=3. Assim, temos Xo=1 e Yo=2. Logo:

Y-Yo=M(X-Xp)=y-2 =3(X-1) =y-2=3x-3=3x-y-1=0

gue é a equacéo geral de r.

6.6- Representacéo grafica de retas

Para representar graficamente as retas de equacdo ax + by + ¢ = 0 ( b™ 0),
isolamos a variavel y e atribuimos valores a x, obtendo pares ordenados que sao
pontos da reta.

Assim, é mais conveniente usar a equacdo na forma reduzida, ja que ela

apresenta o y isolado.

6.6.1- Coordenadas do ponto de interseccao de retas

A interseccao das retas r e s, quando existir, € o ponto P(x, y), comum a elas, que
€ a solucao do sistema formado pelas equacfes das duas retas.

Vamos determinar o ponto de interseccao, por exemplo, das retas r: 2x +y - 4 =0
e s: x -y +1=0. Montando o sistema e resolvendo-o, temos:

dx+y—-4=10 2x+y=4
x+y N x+y
r—y+l=10 x-yp=-1

= 3x=3=zx=1

Substituindo esse valor em x -y = -1, temos:
l-y=-1
y=2

Logo, P(1, 2) é o ponto de interseccdo das retasr e s.



Graficamente, temos:

“:-"

6.6.2- Posigdes relativas entre retas
Paralelismo
Duas retas, r e s, distintas e ndo-verticais, sao paralelas se, e somente se, tiverem

coeficientes angulares iguais.

“:-"

¥

Concorréncia
Dadas as retas r: a;x +byy + ¢; =0 e s: axx + byy + ¢, = 0, elas serdo concorrentes
se tiverem coeficientes angulares diferentes:
- ! 2y
I' B 5 5a0 coMOORrEHigE = M, T, = T — F T —
1 E’-"A
Como exemplo, vamos ver se asretasr: 3x-2y+1=0 e s:6x+4y+3 =0

sao concorrentes:



E
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Perpendicularismo
Ser essdo duas retas ndo-verticais, entdor é perpendicular as se, e

somente se, o produto de seus coeficientes angulares for igual a -1. Lé-se ls,

Acompanhe o desenho:

":-"

" :

6.6.3- Angulo entre duas retas

Sendo r e s duas retas ndo-verticais e nao-perpendiculares entre si, pelo teorema

A = + g
do angulo externo (7= = ‘ﬁ) temos:

":-"




A

M
2

L= Ft a= F= F-a=igf =gl S D=
tg s —ig e

= ig =
1+ iz g

Como tg F=m_ e tg a=m,,vem:

fg=—1
1+,

Dependendo da posicao das duas retas no plano, o angulo & pode ser agudo ou
obtuso. Logo:

T

1+,
N A p < tgF20 A 4
Essa relacdo nos fornece o angulo agudo “ entre r e s, pois . O angulo

obtuso ¢ sera o suplemento de ¢,

6.6.4-Distancia entre ponto e reta
Dados um ponto P(x1, y1) € uma reta r:ax + by + ¢ = 0, a distancia entre eles (dy)é

dada por:
A’

rax+hy+c=0

_ |c:x1 + Iy +r:|

4 |t |
o {2 2
Pt 1) a” +

Vamos calcular a distancia, por exemplo, do ponto P(-1,2) aretar: x-2y + 1 = 0.
Temos P(-1, 2) =P(x1,yl),a=1,b=-2 e c=1. Assim:
_axm iyt o] -1)+[-2)2+1] 4 4.5

d ¥
g Jat + b 1 +(—2;l2 NG 5




Bissetrizes
Dadas as retas concorrentes r: a;x + b1y + ¢1 =0 e s: axx + byy + ¢, =0, 0 que se
interceptam em um ponto Q, se P(X, y) € um ponto qualquer de uma das bissetrizes,

P* Q, entdo P equidistader e s:

AY

|.:;tlx+bLy +cl| _ |c:(2x+legu:u+u::2|:1>

[z 2 2 2
ay +& ay + &

i xt+thyte a.x th,y+e
. 4 ¥ o -+ 2 ¥ T 0y
2 2 2 2
Jap iy T b

Considerando o sinal positivo, obtemos uma bissetriz; considerando o sinal

dp =d g =

negativo, obtemos a outra.
Vejamos um exemplo:

Ser:3x+2y-7=0 es:2x-3y+1=0, entdo suas bissetrizes séo:

3x+2y—?_+2x—3y+1 B 3x+ly-T=2x-3y+l=x+oy-8=10
.\,132...22 _J22+33 B, =3x+2y-T=-"2x+3y-1=5x-y-6=10

Unidade 7- Polinbmios

7.1- Funcao Polinomial

Dados um numero natural n e 0s nimeros complexos an, an-1, an—p, ... dz, a1 €
ao, denomina — se func¢éo polinomial ou polinédmio na variavel x  C a funcdo dada
por :

P(X) = anX" + an X"+ L+ apx® + axt + ag



Os numeros an, an-1,..., &2, ai € ap, sdo denominados coeficientes do polinbmio e
as parcelas anx", ay1x" ..., axx?, aix' e ap sdo os termos do polindmio. O termo
ao é o termo independente e n representa o grau do polindbmio.

Exemplos:

19 P(x) = 5x3 - ¥x2 + 3x — 1
29M(X)=—x°+x%+1
39 T(x) = x* + 2ix* — 3x + 2

7.2-Valor Numérico de um Polinbmio
Dado um polindmio: P(X) = anX” + an1x" + ... + apx? + a;x* + age 0 ntmero
complexo o, dizemos que o valor numérico de Pparax =« é 0 numero que
obtemos quando substituimos a variavel x do polinbmio pelo namero «; indicamos
por P(ct) (lemos: P de w)
P(0)= an(e)” + an-a(e)"™™ + ... + @(e)” + as(w) +
Quando P(a) = 0 dizemos que a é uma raiz ou zero do polinébmio.
Exemplos:
1) Obter o valor numérico do polinémio:
P(x) = 3x> + 2x* + x — 3 para X = —2.
Solucéao
P(-2)=3(-2°+2(-2*+(-2)-3=-24+8-2-3 =-21

2) Verificar quais niimeros do conjunto {-2, -1, 0, 1, 2, 3} sdo raizes de
P(X)=x®—2x*—5x + 6

Solucéo:

P(=2) = (-2)® - 2(-2)* = 5(-2) + 6 =—8 — 8 + 10 + 6= 0 = —2 é raiz de P(x)
P(-1) = (-1)® - 2(-1)>-5(-1) + 6=—=1 -2 + 5 + 6= 8 => —1 n&o é raiz de P(x)
P(0)=(0*-2-0°-5-0+6=0-0-0+6=6= 0 nao é raiz de P(x)
P1)=1°-2.1°-5.1+6=1-2-5+6=0= 1 é raiz de p(x)
P)=2°-2-2°-5.2+6=8-8-10+6=—4= 2 ndo é raiz de p(x)
P(3)=3*-2.3°-5.3+6=27-18-15+ 6= 0= 3 é raiz de P(x)

3) Determine m para que 1 + i seja raiz de P(x) = x> + mx + 2.
Solucgéo:
PL+i)=@A+i)>+m@L+i)+2

PL+i)=1+2i+i?+m+mi+2



PA+i))=1+2i—1+m+mi+2
PL+i)=(M+2)+(m+2)i

Para que P(1 +i) = 0, devemos ter
m+2=0=m=-2

4) Se p(x) =x3 + 2x2 + x — 4 , determine o valor de P(x) para x = 2.
Solucgéo:

P(x) = x° + 2x° + x - 4, substituindo o x por 2, teremos:

P(2) = (2)’+ 2-(2)? +(2) - 4, resolvendo a expressédo, verificamos que:
P(2) = (2)’+22) +(2)- 4,

P(2)=8+2-4 +2-4,

P(2)=8+8 +2-4,

P(2) = 14

Observacoes:

1Yy Um polindbmio P é chamado de nulo
ou identicamente nulo quando para qual-
quer o € C tivermos PP (x) = (0. Isso s6 acon-
tece quando todos os coeficientes de I (x)
forem iguais a zero.

Exemplo:

P (x) = 0x* + Ox + 0 é identicamente nulo.

2 O numero zero so @ raiz de um
polindmio P (x) quando o termo indepen-
dente de I’ (x} for nulo.

Exemplo:
19 0 é raiz de P(x) = x* — 3x* + x

290ndoéraizdeP (x)=x®+2x -1

3 O valor numérico de um polindmio
F(x) parax=1 é igual a soma dos seus coe-
ficientes.



Exemplos:

1°) A soma dos coeficientes de
P(x)=6x"—3x*+3x—46é.....
Soma=P(1)=6-3+3-4=2

2°) A soma dos coeficientes de P(x)= x> +2x—1)°é .........
Soma P(1)=(1*+2-1-1)°*=2°=8.

7.3. Grau de um Polinbmio
Dado um polindmio P(x) ndo-nulo, chamamos grau de P, e indicamos por Gp, 0
maior dos expoentes de x que tem coeficiente nao-nulo. Quando o polinémio é nulo,

0 seu grau nao é definido.

Exemplos:

1) Indicar o grau de cada um dos polinémios abaixo:
a)PX)=3x-2x3+7=Gp=5

b) P(x) =1+ 2x+3x*+x*= G, =3
Q)PX)=x*-x*+2=Gp=5

dPxX)=3=Gp=0

&) P(X)=0="Gp

29) Estudar as condicdes para que 0 polinbmio
P(x) = (a—3) X* + (b — 1) x + (c — 2) tenha grau igual a zero.

Solucéo:

Devemos ter:

a-3=0=a=3

b-1=0=b=1

c—2z0=c=#2

39 Discutir, para a € C, o grau de

PX)=@-1)x+(@a+1)x*+(@—-1)x+2

Solucéo:

Sea’—1=0,0useja,a=1ea=—1,entdo,
Gp=3.

Sea=1, temos:

P(x) = 0x® + 2x% + 0x + 2, entdo, Gp = 2

Sea=-1, temos:



P(x) = 0x® + 0x* — 2x + 2, entdo, Gp = 1

3% O ntimero de raizes reais do polindmio p(x) = (x* + 1) (x — 1) (x +1) é:
a)0 b)lc2 d3 e4
Solucéo:
P(X) = (¢ +1) (x— 1) (x +1)
Raizes de P(x) = P(x) =0 ..
x? + 1 = 0 = complexas

o x-1=0=x=1
ot x+1=0=1=-1

Raizes reais = 2
Resposta: C

4°) Calcular o valor de m para que o polindmio p(x) = (m?-1)x3 + (m+1)x?2 — x + 4,
seja

a) do 3° grau.

b) do 2° grau.

Solucéo:
a)Para o polinémio ser do 32 grau, o coeficiente de x* deve ser diferentes de zero.
Entdo:
m-120=>m’zl=>mz=lem#z-1
Portanto, o polinémio é do 32 grausem # 1 e m=- 1.
b)Para o polinémio ser do 22 grau, o coeficiente de x° deve ser iqual a zero e o
coeficiente de x° diferente de zero. Entdo:
m’-1=0=>m’=1=>m=1oum=-1
m+1=0—>mz=-1

Portanto, o polinémio é do 22 grau se m=1.

7.4- Operacfes com Polinémios

Considere os polinbmios —2x2 + 5x — 2 e =3x3 + 2x — 1. Vamos efetuar a adicéo e a

subtracao entre eles.

Adicao
(=2x2 + 5x — 2) + (=3x8 + 2x — 1) — eliminar os parénteses realizando o jogo de sinal

—2x2 4+ bx - 2 —- 3x® + 2x — 1 — reduzir os termos semelhantes



—2x2 + 7x — 3x3 — 3 — ordenar de forma decrescente de acordo com a poténcia

—3x3-2x2+7x—-3

Subtracéo

(-2x2 + 5x — 2) — (-3x® + 2x — 1) — eliminar os parénteses realizando o jogo de sinal
-2x2 + 5x — 2 + 3x® - 2x + 1 — reduzir os termos semelhantes
-2x2 + 3x — 1 + 3x* — ordenar de forma decrescente de acordo com a poténcia

3X3—-2x2+3x—-1
Multiplicagdo de polinédmio por mondmio

Exemplo:

(3x%) . (5x®+ 8x*— x) — aplicar a propriedade distributiva da multiplicacdo
15x° + 24x* - 3x%°

Multiplicacdo de polinédmio por polinémio

Para efetuarmos a multiplicacdo de polinbmio por polindmio também devemos
utilizar a propriedade distributiva.

Exemplo:

(x—1). (¢ +2x-6)

X2*(x—1)+2x.(x=1)=6.(x—=1)

(@ —x3) + (2x2 — 2X) — (6x — 6)

X3 — X2 + 2x2 — 2X — 6x + 6 — reduzindo os termos semelhantes.
X2+ x2—-8x+6

Diviséo de Polinbmios

Na divisdo de polinbmios, utilizamos duas regras matematicas fundamentais:

realizar a divisdo entre os coeficientes numéricos e divisdo de poténcias de mesma



base (conservar a base e subtrair os expoentes). Quando trabalhamos com diviséo,

utilizamos também a multiplicacdo no processo. Observe o0 seguinte esquema:

s | divisor
dividendo <) guociente *divisor +resto = dividendo

resto quaciente

Sejam polinébmios P(x) e D(x), com D(x) ndo nulo. Pode-se efetuar a divisdo
de P(x) por D(x) e determinar dois polinbmios Q(x) e R(x), que satisfacam as
condic¢des a seguir:

12) Q(x) - D(x) + R(x) = P(x)
22) gr(R) < gr(D) ou R(x) =0

Nessa divisao chamamos:

P(X) | D(x) * P(x) é o dividendo

* D(x) é o divisor
R(x) Qx)

* Q(x) € o quociente

" R(x) é o resto da divisao

Observacao: Quando temos R(x) = 0 dizemos que a divisdo é exata, ou seja, P(x) é

divisivel por D(x) ou D(x) € divisor de P(x).

Se D(x) é divisorde P(x) = R(x)=0

Vamos dividir um polinbmio por um mondmio, com o intuito de entendermos

0 processo operatorio.

Observe:
Exemplo 1:
122 £ 4z =8x | 4x
=125 3P +x-2
Ox+4x°
—45°
Ox —8x
+ 8x

0



Caso queira verificar se a divisdo esta correta, basta multiplicar o quociente
pelo divisor, com vistas a  obter o dividendo como resultado.
Verificando — quociente * divisor + resto = dividendo 4x * (3x2 + x — 2) + 0=
12x3 + 4x2 — 8X.

Caso isso ocorra, a divisdo esta correta. No exemplo a seguir, iremos dividir

polinémio por polinbmio. Veja:

Exemplo 2:
10x’—43x+4o| 2x—5
—10x* +25x 55— 0
0x—-18x+40
18x—-45

=)

Verificando — quociente * divisor + resto = dividendo(2x — 5) . (5x — 9) + (-5)=
10x? — 18x — 25x + 45 + (-5)=10x2 — 43x + 45 — 5=10x% — 43x + 40

Exemplo 3:

6x* =10 +922 +9x-5 | 2x2 —4x+5

- 6x* +12x° —15x°
0x* + 24 - 62 +9x-5
—-2x° +4x* - 5x
0x* —2x* +4x-5
2x —4x+5
0

3% +x—1

Verificando — quociente * divisor + resto = dividendo
(3x2 + x—1) . (2x2 — 4x + 5) + 0=6x* — 12x3 + 15x2 + 2x3 — 4x2 + 5x — 2Xx2 + 4x — 5=

6x* — 10x3 + 9x2 + 9x — 5
Exemplo 4:

122 -19x° +152-3 | 32 -z+2
—122 +4x* -8x A5

0x* =15 +7x -3
+15x% = 5x+10

2x+7
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Verificando — quociente * divisor + resto = dividendo

(4x=5).(Bx2—=x+2)+(2x+ 7)=

12x3 — 4x? + 8x — 15x2 + 5x — 10 + (2x + 7)=
12x3 —19x2 + 13x — 10 + 2x + 7=

12x3 — 19x2 + 15x — 3.

Método da Chaves

- Divide-se o termo de maior grau de P(x) pelo de maior grau de D(x);

- Obtém-se assim o primeiro termo do quociente Q(x);

- Multiplica-se o quociente obtido, por D(x);

- O resultado é colocado com o sinal trocado, sob os termos semelhantes de
P(x);

- Somam-se os termos semelhantes, e os termos de P(x) e os termos que nao
tém semelhantes devem ser repetidos;

- Obtém-se um resto parcial;

- Repetem-se os passos anteriores com o resto parcial obtido até que o grau do

resto R(x) se torne menor que grau do divisor D(x).

7.5- Teorema do Resto

O Teorema do Resto diz que:

b
O resto da divisao de um polinémio P(x) pelo bindmio a x + b éigual a P[‘ —] :
A

Observa-se que (—Z) € a raiz do divisor. Entdo, o resto da divisdo de um

polinémio P(x) por um bindmio ax + b é sempre igual ao valor numérico de P (—S).
Exemplos:
1)Calcular o resto da divisdo do polindémio P(x) = x2 + 5x — 1 pelo bindmio D(X)=x+ 1.

Solucéo:



Neste caso, ao invés de dividirmos usando o Método da chave, achamos a raiz do
divisor D(x):

X+1=0=x=-1

E utilizamos o Teorema do Resto, que diz que o resto da divisdo de um polinémio por
um binémio de primeiro grau é o valor numérico do polinémio para x = - 1, isto é, o
resto procurado é igual a P(- 1).

P(-1)=(-1f +5(-1)-1 =P(- 1) =-5 = R(x)

Logo, R(x) = - 5.

2) Determinar o valor do coeficiente c, para que o polindémio P(x) = 2x3 + 5x2 —cx + 2
seja divisivel pelo bindbmio D(x) = x — 2.
Solucéo:
Se P(x) e divisivel por D(x)= x - 2, entdo P(2) = 0. Pois o Resto da divisdo de P(x) por D(x)
deve ser zero e pelo Teorema do Resto o resto é valor numérico da raiz de D(x).
Calculando a raiz de D(x), temos x-2=0 =>x = 2.
Logo, R(x) = 0=P(2)
AssimP(2)=0=2-(8) +5-(4)-2c+2=0=16+20-2c+2=0=>c=19

Assim o coeficiente ¢ = 19.

7.6- Dispositivo de Briot-Ruffini

Compreendendo um dispositivo que auxilia na divisdo de polinbmios: o
dispositivo de Briot-Ruffini. Esse dispositivo utiliza uma raiz do polinbmio e seus
coeficientes para calcular a divisdo do polinbmio pela sua raiz.

Podemos realizar a divisdo de polindbmios utilizando o método tradicional para
a divisdo: o Método das Chaves. Entretanto, dois matematicos (Paolo Ruffini e A.
Briot) criaram um dispositivo pratico para realizar essa divisdo conhecido como:
dispositivo de Briot-Ruffini. Esse algoritmo é utilizado para dividirmos polinbmios por
um bindmio do tipo (x—a), empregando apenas os coeficientes do polindmio e o

termo constante (a).
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Termo constante do coeficientes de x termo constante

Divisor com sinal do dividendo p(x) do dividendo p(x)

Trocado

Coeficientes do resto

quociente

Exemplos:
1) Efetuar a divisdo de p(x) por h(x), na qual: p(x) =x2+ 4x + 3 e h(x) = x + 1.

-1‘ 1 4 ‘ 3

‘ 1 (repita o primeiro coeficiente ) ’

Agora multipliqgue esse termo repetido pelo divisor, o resultado sera somado ao

préoximo termo do dividendo p(x).

-1 1 4 3
1 -1+4=3
1x(-1)=-1 3

Repita o processo agora para 0 novo elemento, multiplique esse niumero pelo divisor

e some-0 ao préximo termo.

1 1 4 3
1 -1+4=3 -3+3=0
1x(-1)=-1 3 0
3x(-1)=-3

Obtemos o resto 0 e um quociente da seguinte forma:
glx) =1x +3



Para verificarmos se a diviséo foi feita de forma correta, podemos utilizar o algoritmo
da diviséo que diz o seguinte:

plx) = hix).qlx) +r(x)

Dessa forma, temos:

WHdx+3=(x+1)(x+3)+0=x?+3x+1x+3

44 +3=x"+4x+3

Logo, a divisdo foi feita corretamente, pois ao verificar os termos da divisdo no

algoritmo da divisdo constatamos que a igualdade é verdadeira.

2) Efetuar a divisdo de p(x) =3x® —5x2+x—2por h(x) =x—-2.

Logo, p(x) = (3x2+x+3)(x—2)+4

Resto =4 e o quociente = 3x2+ x + 3.

3) Verifique que o polinémio p(x) = 2x3 - x* = x — 10 é divisivel por d(x) = x — 2 .
Solucéo:

Raiz do divisor: x=2

P(2=228-22-2-10=16-4-2-10 =0. Como p(2) =0, logo p(x) é divisivel
por d(x).

Exercicios:

1) Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, calcule o quociente e o resto da
divisdo de:

a) p(x) =5x2-3x+2porh(x)=x+3

b) p(X) =x4 +3x2+ x—=5porh(x) =x+ 2



C) p(X) =2x3-7x2+2x+ 1 porh(x) =x-4
d) p(x) =2x3-10x2+ 8x—3 por h(x) =x-5
e)p(X) =2x3-3x2+x+2porh(x)=2x—-1
f)p(x) =x2-2x+1porh(x) =3x+1

2) Calcule o valor de a sabendo que:
a) p(x) = 2x3 + 4x2 - 5x + a é divisivel por h(x) = x — 1,
b) p(x) = 2x3 + ax? + (2a + 1)x + a + 3 é divisivel por x + 4.

Gabarito
1) a) q(x) = 5x — 18; r(x) = 56

b) q(x) = x3-2x2+ 7x - 13; r(x) = 21
C) g(X) =2x2 + x + 6; r(x) = 25

d) q(x) = 2x2 + 8; r(x) = 37

e) q(x) =x2-x; r(x) =2

f) q(x) = x/3 = 7/9; r(x) = 16/9

2) a)-1
b) 43/3

7.7- EquacOes Algébricas ou Polinomiais

Chama-se equacéo polinomial de grau n € N e variavel x toda equacédo do
tipo
apgtaix+ax’+as’+ + + - +ax'=0comag,a;, * * * an€R,ean#0.
Exemplos de equacdes:

2 . _
1+32=0, 7T—3z+-22=0, w° — 3z — V22 +8=0.
5]

Exemplos de equacfes que ndo sdo polinomiais:

Vr+z—1=0, i+a:?—1:0 ou 2% —4 =0
£

Uma equacgéo polinomial pode ter uma, mais de uma, ou nenhuma raiz real.
Convém observar que had um conjunto numérico que contém R, o dos numeros

complexos C, no qual toda equacdo admite raizes.



Equacéao polinomial do 1° grau
ar+b=0, a#0

Possui sempre uma Unica raiz, que € Xo = - b/ a.
Exemplo:

Resolver as equacdes:

(a) (22 —1)(z—3) =0;

Um namero real = € raiz da equacao do item (a) se, e somente se, 2z — 1 = 0 ou
z—3=0,0quenosdd z=1/2 ou == 3. Logo, seu conjunto-solugdo é

1
19: {53} .

Quanto a equagéo do item (b), colocando-se o fator comum =z em evidéncia, obtemos
z(z — \/E) =0.

Assim, x € raiz dessa equagao se, e somente se, = =0 ou = — /5 = 0. Segue-se que seu
conjunto-solucao é
S ={0,V5}.

Equacdo polinomial do 2° grau

Dado um numero real a 2 0, a equacédo X2 = a tem {—\/E, \/E} como conjunto
solucdo. Observa — se que, se a < 0, o conjunto solucdo da equacao € vazio em R.

Fazendo uso da técnica de completar quadrados pode — se resolver uma
equacéo polinomial do 2° grau ax2 + bx +c=0,coma, bec e R, a # 0, também
conhecida como equacédo quadratica.

Essa técnica consiste em considerar expressfes do tipo x2 + kx, k € R, e

escrevé — las na forma (x + b)2 — b2, b € R. Para isso, basta fazermos b = k/2, pois



2 2
k k k
2 2,
kr = 2 + 2= Z) (2
"+ kr =x" + 233—|-(2) (2)

0 que nos da

2 2
ke k
2
T~ + Rx (I—I—Q) (2)

Por exemplo, para completarmos o quadrado de x? + 3%, fazemos

2’ + 3z = ;}:‘—I—§ 2— 3 2— 3:—|—§ g—g-
U2 2) 2 4
No caso da expressdo x2 — 7x, temos:

=y 2 = 2 2
oresenes (-3 - () - (3-8

Exemplos:

Resolver as equacdes:
a)x2+3x+2=0

by x2-7x+12=0
c)2x2— x—-1=0

a) Usando — se a identidade

2
3 9
2
3-.: — —_
e+ ox (:‘L‘—Fg) 1

tem — se

3\% 9 3\ :
24+3z4+2=0 = (:H-E) -412=0 = ($+§) —Z=0 = (x—l——) =_.

Dai temos duas possibilidades:



ou T +

Resolvendo — se entdo cada uma dessas equacdes, obtemos as raizes da equacao

original que sao

1 3 1 3
= — — —=—1 € rg=————=—2.
=573 T

Logo, seu conjunto- solucdo é S={-2,-1}.

b)

- 2 2 2
49 7 1 7 1
2 21 19=0e [z2—L) _E i 190 (") _2 =0« _t)y -2
x*—Tr+12 0:?*(.1‘ 2) 4—|—l2 U:F*(.l 2) 1 U:?(SC 2) 1

7 1 1 ou 7 1 1
T — — = — = — T - — = — _ = ——
2 4 2 2 4 2
Sendo assim, as raizes procuradas sao
1 7 1 7
rH==+-=-=4 e rT9o=——+—-—=23
1 5 + 5 2 5 + 5

Logo, seu conjunto- solucdo € S={3,4}.

¢) Usando a Férmula Resolutiva
a=2,b=-1ec=-1

A =b* —dac = (—1)% — 4.2

2
—_—
I
f—
R
I
H
+
oo
I
(=]



_—(=D-Vv8_ 1 . —(-D)+VO _
9.9 9 2 9.9

1.

I

Como vimos anteriormente, equacao polinomial ou algébrica € toda equacédo da

forma p(x) = 0, em que p(x) € um polinémio:

P(X) = anX" + an.1X™ + ... + a1x + ap de grau n, comn = 0

Exemplos:

x*+9x* - 10x+3=0
10x6—2x5 +6x7 + 12x° — x
X—x®—6x+2=0
xP—6x°+9=0

24x+7=0

As raizes de uma equacao polinomial constituem o conjunto solugcédo da
equacao. Para as equacdes em que o grau € 1 ou 2, o método de resolucéao é
simples e pratico. Nos casos em que o grau dos polinbmios € 3 ou 4, existem

expressodes para a obtencéo da solucéo.

7.7.1- Teorema Fundamental da Algebra (TFA)

Toda equacgao polinomial p(x) = 0, de grau n onde n = 1, admite pelo menos

uma raiz complexa.

Exemplos: 1
1) Determine o valor do coeficiente K, sabendo que 2 é a raiz da equacéo:

2x*+ kx® - 5x° +x-15=0

Se 2 é raiz da equacao, entdo temos:

2(2)* +k(2)®-5(2)°+2-15=0

2*16 +k*8 -5*4+2-15=0
32+8k-20+2-15=0

8k+34-35=0
8k-1=0
8k=1

k=1/8



Temos que o valor do coeficiente k é 1/8.

2) Determine o valor de m, sabendo que -3 é raiz da equacdo: mx® + (m + 2)x* — 3x

-m-8=0.

m(=3)%®+ (m +2)(=3)’=3(-3) - m-8=0
m(=27) + (M +2)(9) +9-m—-8=0
2TmM+9m+18+9-m-8=0
2TmM+9mM-m=8-18-9
—-19m=-19

m=1

3) Resolver a equacdo x> +2x* +2x = 0 em C.
Solucéo:

X+ 2x°+2x=0 e x(¢ +2x+2) =0
X(X2+2x+2)=0 <

= x=0o0ux?+2x+2=0

De x* + 2x + 2 = 0, vem:

A=4-—8=-4=47

(o T2E2
2 =x==1l4+ioux=-1-i

Portanto:
XC+2x°+2x=0=x=00ux=-1+ioux=—-1—i

Ou seja, 0 conjunto solucdo da equacéo é
S={0,-1+i,—-1-1i}

4)  Verificar qual a  multiplicidade da raiz 2 na

x* — 453 + 16X - 16 = 0 e resolver a

Solucgéo:
Dividindo P(x) = x* — 4x3 + 16x — 16 por (x — 2), temos:

‘1—-1{11:545
2‘ 1 2 4 8 0

equacao

equacao.



Assim:
P(X) = (x — 2) (x* — 2x* — 4x + 8)

Dividindo Q1(x) = x® — 2x? — 4x + 8 por (x — 2), temos:

Assim: P(x) = (x = 2) (x—=2) - (* — 4)

Como x* — 4 = (x + 2) (x — 2), temos:
P(X) = (x—2)°- (x+2)

Entao, 2 é raiz tripla (multiplicidade 3) da equacao P(x) = 0.
O conjunto solucdo da equacao é:
S={2,-2}
5)Resolver a equacédo x° + x*—3x—3=0.

Solucéao

X(x+1)=3(x+1)=0
(x+1)(x*=3)=0

X+1=0=x=-1

ou

X*-3=0=x*=3=x=43

Assim: S = {—1, +/2, -3}

6) Resolver a equacéo x° —4x* + 3x =0
Solucgéao

XC—4x*+3x=0=x(x*—4x+3)=0
Entao:



ou
X*-4x+3=0=x=30ux=1
Assim:

S =10, 1, 3} (conjunto solucgao).

7) Resolver a equagéo: 2x° —3x* + 2x — 1 = 0.

Solucéo
2-3+2-1=0=1éraiz da equacdo.

Dividindo P(x) = 2x® — 3x* + 2x — 1 por (x — 1), temos:
‘ 2 =3 2 -l
1 ‘ 2 -1 1 0

Assim: P(x) = (x — 1) (2x* = x + 1)
Resolvendo a equacado 2x* — x + 1 = 0, temos:

A=1-8=-7=7f

1+4/7i
x= 4
sl 1++7i 1—ﬁil
Assim: 4 4 J

1
8) Calcule m de modo que o nimero 2 seja raiz da equacao:

X4 +mx+2=0
Solucéo
1
Se 2 é raiz da equacao, temos:
XX—4x*+mx+2=0
3

[1} —-i[l]_ +m-1+3=t.‘l
2 L2 2

1-8+4m+16=0



9) Na equacdo:x*+ px® + px*+ px + p = 0, sabendo-se que 1 é raiz, entdo:
a)p=-1/4

b)p=0oup=1

c)p=0oup=-1

dp=loup=-1

1
e)p=3
Solucéao

Pl)=1+p+p+p+p=0=1+4p=0=

10) A multiplicidade da raiz x, = 1 da equacdo x* — x® —=3x* + 5x — 2 = 0 é:

a)l

b) 2

c)3

d) 4

e)5

Solucéao

xX'—x®-3x*+5x-2=0
1 1 -1 3 5 =2
1 1 0 -3 2|0
1] 1 1 270
1 1 2 o

1 320

Logo, 1 é raiz de multiplicidade 3.
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Avaliacao A;
Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do primeiro modulo.

Cursista:

12 Questéao:

A reta r esta representada na figura.

E correto afirmar que a equagdo da retar é

Aly=—3m—1
Bly==x+5
Clys=y=3
Cpy=8u—1
Ejy=3x+48

22 Questao:

Veja a reta numérica representada abaixo.
i Q i T i I i S i i R I P 3

I I | .
t t + + t + + t t t +—p
5 -4 3 2 A 0 1 2 3 4 5

O nimero —/7 esta melhor representado pelo ponto
AP B)Q CR D)S BE)T



32 Questao:

O polindmio  p(x) = % (x+1) (x++/2) possui

Al uma anica raiz real,

B uma unica ralz negativa
C) duas raizes positivas.
0] duas raizes negativas
E) duas raizes inteiras

42 Questao:

A equacéo da reta na forma reduzida que passa pelo ponto (-2, —3) e tem inclinacao igual
a—-2é

AlYyE=2x=T
Bly==2x=-1
Cly=-x-5
Ciy=-2x-2
Ely®m=2x+T
52 Questao:

Observe a ilustracao.

Dados
sen 45° = '5

Cos 45° =~

tg 45° =1

[P »l
N i

10m

Qual é a altura dessa arvore?

A)6m B) 7m C) 8m D) 9mE) 10 m

62 Questao:

Uma bola é lancada verticalmente para cima. Apos t segundos do langcamento, sua altura em

metros € dada pela expressdo h(t) =1 + 40 t — 5 t2. A altura maxima alcancada pela bola sera
igual a

A)40m B)61m C)76m D)8l m E)162m



72 Questao:

Um pequeno barco estd amarrado & margem de um rio por uma corda de 20 m de
comprimento, completamente esticada, como mostra o desenho abaixo.

Considere:

Sen 45° =

sfsIvi

Cos 45° =

A distancia, em metros, do barco a margem é

A) 10
B) 5V6
c) 1042
D) 10v3
E) 20
82 Questao:
Observe o grafico de uma funcéo f(x) representado abaixo.

Wl

A funcéo acima tem um zero em

&) x:i

B) x=2

Ch x=4

M x=5

Ej x= ;
92 Questao:
Em uma prova discursiva de Matematica com apenas duas questbes, 470 alunos
acertaram somente uma das questdes e 260 acertaram a segunda. Sendo que 90
alunos acertaram as duas, e 210 alunos erraram a primeira questdao. Quantos alunos
fizeram a prova?

A) 730 B)600 C) 560 D)1030 E)nda

102 Questao:
Com base nos dados da questao anterior, quantos alunos ndo acertaram nenhuma das
duas questées? A) 30 B)100 C) 40 D)140 E)nda
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Avaliacao A;
Esta avaliacdo corresponde a 50% da nota do primeiro médulo.

Cursista:

12 Questao:
A funcdo y = 3” esta representada em qual dos graficos abaixo?

A)




22 Questao:

Em uma escola foi realizada uma pesquisa sobre o gosto musical dos alunos. Os

dados obtidos foram os seguintes:

458 alunos disseram que gostam de Rock
112 alunos optaram por Pop

36 alunos gostam de MPB

62 alunos gostam de Rock e Pop
Quantos alunos foram entrevistados?

A) 544 B)570 C) 520 D)668 E)nda

32 Questao:

O veértice da funcgéo f(x) = x2 — 8x + 15 € um ponto de

&) mimirmo de coprdenadas (- 1, — 4).
B maxmeo de comrdenadas (4, 1).

C} minima de coordenadas (4, =1)
O méixima de coordenadas (-4 < 1)
E1 minimo de coordenadas (1, 4)

42 Questao:

Daniela representou na reta numérica abaixo alguns pontos.

X Y Z W

1 1 L L o
T T T T »

0 1 2 3

Nessa reta numérica, os nimeros reais V2 , 2/5 e 13/5 podem ser representados,
respectivamente, pelos pontos

A)X, ZeW.
B)X YeZ
C)Y, XeW
D)Y,Ze W.
E)Y,XeZ

52 Questao:
A equacdo da reta que contém o ponto (2,3) e tem inclinacéo V3 é

Ay-3=.3 x-9)
Byy-2=-+3 (x-3)
Cly-2=+3(x-3)
Diy-3==v3ix-2)

o B
Eiy-2= 7



62 Questao:

Sabendo que 12 é raiz de p(x) = X2 — mx + 6, determine o valor de m e assinale a
resposta correta.

A)25 B) 2 C)144 D)30 E)nda

72 Questao:

As raizes da equacgéo x3— 9x? +23x — 15 = 0 séo

AX 1,2 3} B){2 3,4} C){1,3,5} DY2 4,6}E)nda

82 Questao:

O resto da diviséo do polinémio
P(x) = x}%3? — 12x3 + 15 pelo binémio Q(x) = x + 1 vale
A) 1032 B)28 C)15 D)12 E) 4

92 Questao:

A representacdo cartesiana da funcéo ¥ = azdtbrtc é a parabola abaixo.

Tendo em vista esse grafico, podemos afirmar que

(A) a<0, A<O0 e c>0
(B) a>0, A>0 e c<0
(C)a>0,A>0ec>0
(D) a<0, A>0 e c<0
(E) a<0, A>0 e c>0

102 Questao:

E verdade que cos 5240° é equivalente a
A) cos (— 20°) B) cos 20° C) - cos 20° D) — cos 160° E) cos 180°



